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את  המלווה  אקדמית,  קדם  מתמטיקה  הספרים  סדרת 
אקדמיים  ללימודים  כניסה  שער  היא  זה,  בשם  הקורס 
מרבית  את  כוללת  היא  והמדעים.  המתמטיקה  בתחומי 
נושאי המתמטיקה התיכוניים, בגישה שיטתית המעודדת 

חשיבה עצמאית והבנה תיאורטית.

הספרים מתאימים ללימוד עצמי, ומכילים מאות תרגילים ופתרונותיהם. הם מיועדים 
אך  בתחומי המדעים,  אקדמיים  ללימודים  לסטודנטים המתכוננים  ובראשונה  בראש 
מתאימים גם לתלמידי תיכון המעוניינים להעמיק את הבנתם ולכל המבקשים להשלים 

את השכלתם המתמטית הבסיסית.

הכרך הראשון עוסק באריתמטיקה בסיסית, זהויות ומשוואות אלגבריות ואי־שוויונות, 
הכרך השני בסדרות ואינדוקציה, פונקציות, חזקות ולוגריתמים ומושגים בגיאומטריה, 
והכרך השלישי בטריגונומטריה, גיאומטריה אנליטית וחשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי.

ד"ר גיל אלון הוא מתמטיקאי וחבר סגל בכיר במחלקה למתמטיקה ולמדעי המחשב 
באוניברסיטה הפתוחה.

Rhys
Golden Manasherov

D B J B B H B G E



תנאי שימוש בקובץ הדיגיטלי:

הקובץ הוא לשימושך האישי בלבד. פרטים מזהים שלך מוטבעים  	 .1
בקובץ בצורה גלויה ובצורה סמויה. 

השימוש בקובץ הוא אך ורק למטרות לימוד, עיון ומחקר אישי.   	 .2

העתקה או שימוש בתכנים נבחרים מותרת בהיקף העומד בכללי 	 	.3
	השימוש ההוגן, המפורטים בסעיף 19 לחוק זכות יוצרים 2007. 
במקרה של שימוש כאמור חלה חובה לציין את מקור הפרסום.  	

הנך רשאי/ת להדפיס דפים מחומר הלימוד לצורכי לימוד, מחקר  	.4
ועיון אישיים. אין להפיץ או למכור תדפיסים כלשהם מתוך חומר 
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 7  מושגים בסיסיים בשפה המתמטית  1.1

 מבוא 
 
 

עם   התמודדות  ודרכי  הבסיסית  האלגברית  הטכניקה  את  למדנו  הקודמים  בשיעורים 

אי־שוויונות. בתוך כך, התוודענו ליסודות החשיבה המתמטית: הכרנו את הלשון של תורת  

לוגית   גרירה  בין  ההבחנה  על  עמדנו  טענות.  של  להוכחה  שונות  דרכים  ולמדנו  הקבוצות, 

בדרך   גם  מקרים  ובכמה  למקרים,  בהפרדה  טענות  להוכיח  ניתן  כיצד  וראינו  לשקילות, 

 השלילה. 

 

עמדנו על כוחה של המתמטיקה לתאר את העולם, כשפתרנו בעיות מילוליות מחיי היומיום.  

האלגבריים   הביטויים  עצמה. למשל,  עולם משל  יוצרת  כי המתמטיקה  ראינו  רבה,  ובמידה 

ממשיים, התגלו כאובייקטים מתמטיים בעלי  שבאמצעותם ניתחנו את תכונות המספרים ה

 זה וכן הלאה, על פי החוקים שהכרנו. בקיום עצמאי, שאפשר לחבר זה עם זה, להכפיל זה  

 

הוא   הממשי  העולם  לבין  ועצמאי,  מופשט  קיום  בעלת  שהיא  המתמטיקה,  בין  הקשר 

וניתוח לניסוחם של מושגים מתמטיים    ם, דו־כיווני. מחד, תופעות בעולם הממשי מביאות 

אוריות מתמטיות. העולם הממשי הוא אחד ממקורות ההשראה  יובעקבות כך לבנייתן של ת

רבים מספור   יישומים  הניתוח המתמטי מאפשרת  יכולת  של המתמטיקה. מאידך,  וההנעה 

 בעולם, והמתמטיקה שזורה בכל פיתוח טכנולוגי, מדעי והנדסי שבנמצא. 

 

ת המתמטיקה מתוך אותה גישה של פיתוח לוגי  בשיעורים שלפנינו נמשיך ללמוד את יסודו

על   ולוודא שפתרון התרגילים מבוסס  לעצור מדי פעם  שכבר הכרנו. במהלך הלימוד, כדאי 

הבנה ולא על פעולה טכנית. בבואכם לכתוב הוכחה מתמטית, כדאי לחשוב עליה כעל טקסט  

בנכונות  שתשתכנעו  לאחר  הטענה.  בנכונות  אתכם  לשכנע  ובראשונה,  בראש  שמיועד, 

זה הלאה. השתדלו תמיד לפרט באופן מילולי   ייקל עליכם להעביר מידע  הטענה בעצמכם, 

של   הכתיבה  לצורת  בדומה  להם,  הסיבות  ואת  מבצעים  שאתם  הלוגיים  המעברים  את 

 פתרונות לשאלות בספרים אלה. 

 

ביניהן   הלוגיים  והקשרים  הטענות  נוספת    תקלהבנת  במשימה  של  שעליכם  זכירה  היא 

יגרהח ותרגול  הבנה  השילוב של  פה; אך  בעל  נוסחאות  לשנן  צורך  אין  ככלל,  לכם    וםומר. 

נוסחאות   לשחזר  לכם  ויאפשר  מיוחד,  מאמץ  ללא  והטענות  מהנוסחאות  גדול  חלק  לזכור 

יהיו   והכלים השונים  לדפדף ולחפש,  ייחסך מכם הצורך  כך  זוכרים במידת הצורך.  שאינכם 

 זמינים לשימושכם המיידי. 
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 9     : סדרות ואינדוקציה5שיעור 

 5 שיעור
 סדרות ואינדוקציה 

 

 
 סדרות של מספרים

 החוקים המתמטיים שניסחנו בעבר, עירבו בדרך כלל מספר קטן של משתנים.

) הכרנו את החוק הבא: לדוגמה,  ) ( ) ( )a b a b− + = − + −  

 

סכום  הוא  מספרים,  שני  של  לסכום  הנגדי  המספר  היא:  החוק  של  המילולית  משמעותו 

 המספרים הנגדיים למספרים אלה.

 

 חוק דומה לגבי שלושה מספרים:  ניתן לנסחכמסקנה מחוק זה, 

  ( ) ( ) ( ) ( )a b c a b c− + + = − + − + − 

 

באופן דומה ניתן לנסח חוקים לגבי הנגדי לסכום של ארבעה מספרים, חמישה מספרים וכן 

ל  הלאה. ובעצם כל החוקים הללו הם מקרים פרטיים של חוק כללי האומר כי הנגדי לסכום ש 

 מספר כלשהו של מספרים, שווה לסכום הנגדיים של מספרים אלה.

 

 ?לנסח את החוק הכללי בצורה מתמטית כיצד נוכל

 

אלפבית   בכל  האותיות  מספר  משתנים.  של  מוגבלת  בלתי  אספקה  לנו  נדרשת  כך  לצורך 

שנבחר לא יספיק לצורך כך. הפתרון לבעיה זו הוא יצירת שם משתנה שהוא שילוב של אות 

 ומספר.  

 

 מספרים כלשהם מבוטאת כך:  nרשימה של 

  1 2 3, , ,..., na a a a 
 

 משתנה בפני עצמו, וכן הלאה.  2aהוא משתנה בפני עצמו,  1aבאופן זה,  

 : תו התחלנו, כךיבשיטת הרישום החדשה נבטא את החוק שא
 

  1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n na a a a a a− + + + = − + − + + − 

 

1הוא מספר טבעי כלשהו, ו־  nבשוויון זה   2 3, , ,..., na a a a  .הם מספרים ממשיים כלשהם 
 

בשם   נקרא  של מספרים ממשיים  כזו  ממוספרת  או  סדרה של מספרים ממשייםלרשימה   ,

 .איברי הסדרה . המספרים המופיעים בסדרה נקראים סדרה  - בקיצור

Rhys
Golden Manasherov

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



  מתמטיקה קדם אקדמית     10

 שני סוגים של סדרות: נבחין בין
 

סופית • שפגשנו,    –  סדרה  מהצורה  סדרה  1והיא  2 3, , ,..., na a a a  מספר יש  כזו  בסדרה   .

 .nמוגדר ומוגבל של איברים: מספר האיברים הוא 
 
1 סדרה הנמשכת ללא הגבלה, ומסומנת כך:  – סדרה אינסופית • 2 3, , ,...a a a   

 

 :פיות ואינסופיותסו  ות,דוגמאות לסדרהנה 
 

,1הסדרה   • 3, 1. בסדרה זו יש שלושה איברים: האיבר הראשון הוא  5 1a . האיבר השני  =

2הוא  3a 3. האיבר השלישי הוא  = 5a  סדרה זו היא סופית. .=
 
,1   סדרת המספרים הטבעיים: • 2, 3, 4, 5, ... 

הוא   בה  איבריה. האיבר הראשון  כל  לכתוב את  נוכל  לא  ולכן  אינסופית,  היא  זו  סדרה 

1 1a 2. האיבר השני בה הוא = 2a 1000בה הוא  1000. האיבר ה־= 1000a =. 
 

,2   סדרת המספרים הטבעיים הזוגיים:  • 4, 6, 8, 10, ... 
 סדרה זו היא אינסופית.

 

1   סדרת המספרים ההופכיים למספרים הטבעיים: • 1 11, , , , ...
2 3 4

 

 גם סדרה זו היא אינסופית.
 

,1   הסדרה   • 3, 5, ..., 999 
 . סדרה זו היא סופית. 999ל־ 1היא סדרת המספרים האי־זוגיים שבין  
 

2  סדרת הספרות של המספר •  . סדרה זו היא אינסופית.=...1.4142135
,1 עשרת האיברים הראשונים של הסדרה הם 4, 1, 4, 2, 1, 3, 5, 6, 2 

 

 1a. למשל, האינדקס של  אינדקסלמספר המציין את מיקומו של איבר בתוך הסדרה קוראים  

 .nהוא   na, והאינדקס של  5הוא  5aהאינדקס של , 1הוא 

 

 האיבר הכללישמייצג את    ia, נקבל את הביטוי  iאם נציב באינדקס הסדרה משתנה חדש,  

1i. משמעות ביטוי זה היא שעל ידי הצבה של ערכים ספציפיים (של הסדרה  =  ,2i וכן    =

 הלאה) נקבל את איברי הסדרה.
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שלה. הכללי  האיבר  את  הקובעת  נוסחה  באמצעות  היא  סדרה  לתיאור  הדרכים  הנה    אחת 

 כמה דוגמאות: 

 סדרת המספרים הטבעיים נתונה על ידי הנוסחה •

  1,2,3,...ia i i= = 
 

2 נתונה על ידי הנוסחה  1,3,5הסדרה  • 1 1,2,3ia i i= − = 

 נוודא זאת על ידי הצבה בנוסחה: 

1 ונקבל  =1iנציב   1 1 12a ⋅ −= =  

2 ונקבל  =2iנציב   2 1 32a ⋅ −= = 

3 ונקבל  =3iנציב   3 1 52a ⋅ −= = 
 

 נה על ידי הנוסחהסדרת המספרים הזוגיים נתו •

  2 1,2,3,...ia i i= = 
 

,1סדרת ההופכיים למספרים הטבעיים  • 1 2, 1 3, 1 4,  נתונה על ידי הנוסחה ...

  1,2,3,...1
na n

n
= = 

 נתבונן בסדרה הבאה: •

  2 1 1,2,3,...na n n n= − + = 

 

1nנחשב כמה מאיבריה הראשונים על ידי הצבת    =  ,2n וכן הלאה בנוסחת האיבר    =

 הכללי:

  2
1 1 1 1 1a = − + = 

  2
2 2 2 1 3a = − + = 

  2
3 3 3 1 7a = − + = 

  2
4 4 4 1 13a = − + = 

 

7 הסדרה האינסופית • 1,2,3,...na n= = 
 . סדרה קבועה . סדרה כזו נקראת 7היא סדרה אשר כל איבריה שווים ל־

 
 1שאלה 

 כתבו את איברי הסדרות הבאות: 

3   א. 1 1,2,3,4,5ia i i= + =  

2   ב. 1,2,3,4,5ib i i= = 

2  ג. 1,2,3,4,5j
jc j= = 

)6  ד. 1) 1j
jd j= ≤ ≤− 
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   באות בחרנו  זו  לציון   nבסדרה 
בכל   להשתמש  ניתן  הסדרה.  אינדקס 
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 ן הסכימה המרובהו סימ

,...,1איברים של סדרה,   nבהינתן  na a :ניתן לייצג את סכומם כך , 

  1 2 ... naa a+ + + 

ידי המתמטיקאי הדגול לאונרד  על  כזה היא בעזרת סימון שהוצג  נוספת להציג סכום  דרך 

 . Σמא גדולה: יג). סימון זה מבוסס על האות היוונית ס,Leonhard Euler 1783-1707אוילר (

 הסימון הוא:
1

i

n

i
a

=
∑ 

, ומצוין ערכו  משתנה הסכימה , הנקרא  iבסימון זה, מופיע מתחת לסימן הסיגמא המשתנה  

. מעל לסימן הסיגמא מצוין ערכו הגבוה ביותר של משתנה הסכימה. 1הנמוך ביותר, שהוא  

בתוך  שביטוי זה נמצא  נאמר  מימין לסימן הסיגמא מופיע ביטוי האיבר הכללי של הסדרה.  
 סימן הסכימה. 

 מתקיים אפוא השוויון:
1

1 2 ...
n

n
i

i aa a a
=

= + + +∑ 

2iaלדוגמה, אם  i=   אז +

  

5

1
1 2 3 4 5

(1 2) (2 2) (3 2) (4 2) (5 2)
3 4 5 6 7 25

i
ia a a aa a

=
= + + + +

= + + + + + + + + +

= + + + + =

∑
 

 ניתן לציין בתוך סימן הסכימה את הביטוי הנסכם, מבלי להגדירו תחילה כסדרה.

 כך: נראה שבדוגמה האחרונה ביטוי הסכום  באופן זה,
5

1
( 2)

i
i

=
+∑ 

זה סכום  לחשב  ישיר  כדי  הסכימה  באופן  משתנה  של  הערכים  כל  על  לעבור  עלינו   ,i ,

הנמצאים בגבולות המותרים. עבור כל ערך כזה, יש להציב את ערך משתנה הסכימה בתוך 

 הביטוי שבסיגמא, ולבסוף יש לחבר את המספרים המתקבלים.

 

1iעבור   • 1   הוא:ערך הביטוי  = 2 3+ = 

2iעבור   • 2   :ואערך הביטוי ה = 2 4+ = 

3iעבור   • 3   :ערך הביטוי הוא = 2 5+ = 

4iעבור   • 4   :הואערך הביטוי  = 2 6+ = 

5iעבור   • 5   :ואערך הביטוי ה = 2 7+ = 

 נקבל: בסך הכול
5

1
( 2) 3 4 5 6 7 25

i
i

=
+ = + + + + =∑ 
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 נדגים זאת בחישוב סכום נוסף:

  


2
4

1 2 43
2 2

1

2 21 2 3 4 1 4 9 16 30
i i iii

i
= = ===

= + + + = + + + =∑  

 

 :i=3. ניתן, למשל, להתחיל מ־1חיל מ־ערכו של משתנה הסכימה אינו חייב להת

  2 2 2 2
5

3
3 4 5 9 16 25 50

i
i

=
= + + = + + =∑ 

1 באופן כללי סימון הסכימה המרובה הוא: ...m

n

n
i m

i ma a a a+
=

= + + +∑ 

הוא    mהוא משתנה הסכימה (כמובן ניתן להשתמש בכל אות שנבחר עבורו),    iבסימון זה,  

כדי לחשב סכום כזה, יש להציב כל ערך   העליון.  הגבול הוא    nהגבול התחתון של הסכימה ו־

של  העליון  לגבול  התחתון  הגבול  בין  שלם  מספר  שהוא  הסכימה,  משתנה  של  אפשרי 

 מכן, יש לסכם את כל הערכים שהתקבלו.הסכימה, בתוך הביטוי שבסיגמא. לאחר 

 

 דוגמאות נוספות:  שתיהנה 

• 
3

0
( 2) (0 2) (1 2) (2 2) (3 2) 2 3 4 5 14

j
j

=
+ = + + + + + + + = + + + =∑ 

 

•   
4

2
( ) ( 2) ( 3) ( 4) 3 9

j
a j a a a a

=
+ = + + + + + = +∑ 

  הוא פרמטר שנשאר קבוע במהלך הסכימה. aשימו לב שבדוגמה האחרונה, 

 
 2שאלה 

 חשבו את הסכומים הבאים: 

) א. )
4

1
3

i
i

=
)ב.    ∑ )

0

2
5

1
j

j
=

)ג.   ∑+ )
2

2
3

k
k k

=−
−∑ 

) ד. )
4

1i
a bi

=
)ה.    ∑+ )

4

1
1

i
i

=
∑ 

 

 להלן כמה תכונות של סימון הסכום המרובה:

זה לסכום של    אאם בתוך סימן הסיגמ א. ניתן לפצל סכום  ביטויים,  מופיע סכום של שני 

 שתי סיגמאות, לפי הנוסחה הבאה:

  ( )
n n n

i m i
i

i
i

m
i

m
ia b a b

= = =
+ = +∑ ∑ ∑ 
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 זהות זו נובעת מחוק החילוף בחיבור, כי:  

   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ...i i m m m m n n

n

i m
a b a b a b a b+ +

=
+ = + + + + + +∑ 

   ( ) ( )1 1... ...i i m m n m m n

n n

i m i m
a b a a a b b b+

= =
++ = + + + + + + +∑ ∑ 

 ולכן הביטויים שבשני אגפי הזהות מתקבלים אחד מהשני על ידי שינוי סדר המחוברים. 
 

הסיגמ ב. לסימן  מחוץ  אותו  להוציא  ניתן  המחוברים,  בכל  מופיע  גורם  אותו  לפי אאם   ,

 הנוסחה הבאה:

  
n n

i
i m i

i
m

ca c a
= =

=∑ ∑ 

 זהות זו נובעת מחוק הפילוג: 

  1 ... ( ... )
n n

i m
i m m n

m
n

i
m ica ca ca ca c a a c a

=
+

=
= + + + = + + =∑ ∑ 

) מחוץ לסימן הסכימה: )–מינוס ( ניתן להוציא סימן ג. )
n n

i m i m
i ia a

= =
− = −∑ ∑  

1cזהות זו נובעת מהזהות שבסעיף ב בהצבה   = −. 
 

הסכום  ד. הסכימה),  במשתנה  תלוי  אינו  (כלומר  קבוע  הסיגמא  סימן  שבתוך  הביטוי  אם 

 ה למכפלת מספר המחוברים בקבוע: שוו

  ( )·1
n

i m
c n m c

=
= − +∑ 

בין    האינדקסים  שמספר  לב  1nהוא    nל־  mשימו  m− המספרים  + מספר  לדוגמה,   .

20הוא   20ל־  10השלמים שבין   10 1 11− + =. 

 

סכום ה. לפצל  סכומי  ניתן  לשני  בסכום מרובה  באינדקס מסוים  עצירה  ידי  על  מרובים,  ם 

 הראשון, והמשך מהאינדקס הבא בסכום הבא:

m(לכל   k n≤ <( 
1

n k n

i m i m
i i i

i k
a a a

= = = +
= +∑ ∑ ∑ 

 בפרט, מתקיים: 
1

1
i i n

n n n

i m i m i
i

m
ma a a a a

−

= = = +

 
 = + = +
 
 

∑ ∑ ∑ 

 

 3שאלה 

1הוכיחו, עבור סדרת מספרים  2 100, ,...,a a a : 
100 10 100

1 1 11
i i i

i i i
a a a

= = =
− =∑ ∑ ∑ 

 

   זו צורתו הכללית של הכלל שנדון
 בתחילת השיעור.
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 סימון המכפלה המרובה; סימון העצרת

1ן הסכימה המרובה, נגדיר סימון עבור מכפלת איברי הסדרה ובדומה לסימ 2, ,..., na a a. 

Π:( 1הסימון מבוסס על האות היוונית פאי גדולה (  2
1

...
n

i
i

na aa a
=

⋅= ⋅ ⋅∏ 

1 כללית יותר, נסמן:  ...m

n

i m
i m na a aa +

=
⋅= ⋅ ⋅∏ 

 לדוגמה, נחשב את המכפלה הבאה:

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4

1 1 2 3

2 2 2 2

4

2

3

1 1 1 1 2 2 1 3 3 1 4 4 1

3 7 13 271

i i i i i

i i
= = = = =

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅=

−

=

− + = − + + − + − +∏
    

,ממשי, אם נתבונן בסדרה הקבועה  aכדוגמה נוספת, לכל  , ,...,a a a a )n פעמים), נקבל 

  
1

...
n

n

i
a aa aa

=
⋅ ⋅ == ⋅∏ 

    

 כעת נתבונן במכפלה הבאה: 
1

2 3 .1 ..
n

i
ni

=
⋅ ⋅ ⋅= ⋅∏ 

 .n!, ומסומנת כך:  עצרת nמכפלה זו נקראת 

!1 לדוגמה: 1= 

  2! 1 2 2= ⋅ = 

  2 3 63! 1 ⋅= ⋅ = 

  4! 1 2 3 4 24= ⋅ ⋅ ⋅ = 

  5! 1 2 3 4 5 120= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 

  6! 1 2 3 4 5 6 720= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 

na!כפי שניתן לראות, איברי הסדרה  n= .הולכים וגדלים במהירות רבה 

 

!0 מסמנים גם: 1= 

 

ש־ שמכיוון  הוא  זה  לסימון  של    n!ההסבר  מכפלה  הביטוי    nהוא  מתאים   !0איברים, 

כלל   איברים  ריקה    –למכפלה שאין בה  כל מכפלה  ריקה.  מוגדרת  מכפלה הנקראת מכפלה 

(הנקרא סכום ריק) מוגדר (האיבר הניטרלי בכפל). באופן דומה, סכום שאין בו איברים    1כ־

 , האיבר הניטרלי בחיבור.0כ־

 

n פעמים 

Rhys
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 4שאלה 

 חשבו: 

א. 
1

2
3

i
i

=
ב.   ∏

4

2
1 1

i i=

 − 
 ∏   .ג( )

100

1
5

i
i

=
ד.   ∏−

3

1
!

i
i

=
∏ 

 
 5שאלה 

)טבעי מתקיים:   nהוכיחו כי לכל  ) )1 ! ! ( 1n nn ⋅+ +=. 

0nהאם זהות זו נכונה גם עבור  =?  

 
 סדרות חשבוניות 

 ג מסוים של סדרות, הנקראות סדרות חשבוניות.נלמד עתה על סו
 

 הגדרה

אם ההפרש בין כל שני איברים סמוכים   סדרה חשבוניתסדרה (סופית או אינסופית) נקראת  

 בה הוא קבוע. 

 

,2 לדוגמה, הסדרה הבאה היא סדרה חשבונית:  5, 8, 11, 14, 17 
 

 .3ושווה ל־ההפרש בין איברים סמוכים בסדרה זו הוא קבוע 
 

 . dמקובל לסמן את ההפרש בין שני איברים סמוכים בסדרה חשבונית ב־

1i בסדרה חשבונית מתקיים אפוא התנאי:  i da a+ − = 

1i כלומר:  i da a+ = + 
 

2 לכן מתקיים: 1a a d= + 

  ( )3 2 1 1 2da a d a d d a= + = + + = + 

  ( )4 3 1 12 3da a d a d d a= + = + + = + 
 

i 1ובאופן כללי, מתקיים לכל  ( 1)ia a i d= + − 

 

 .נוסחת האיבר הכללי בסדרה חשבוניתנוסחה זו היא 
 

 , נקבעת התנהגות הסדרה החשבונית:dלסימנו של בהתאם 

0dאם   • שבונית עולה, כלומר, כל איבר (החל מהאיבר השני) גדול יותר אז הסדרה הח  <

1iמקודמו:   ia a+ >. 
 

0dאם  • 1iaאז הסדרה החשבונית היא קבועה:   = a=  לכלi. 
 
0dאם  • ה החשבונית יורדת, כלומר, כל איבר (החל מהאיבר השני) קטן יותר הסדראז  >

1iמקודמו:   ia a+ <. 

  d   האנגלית למילה  קיצור  הוא 
difference.הפרש , 
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 6שאלה 

1בסדרה החשבונית  א. 10,...,aa  1מתקיים 5a = ,10 32a  . מהו הפרש הסדרה?=

, והפרשה הוא  −3, איברה האחרון הוא  11נתונה סדרה חשבונית שאיברה הראשון הוא   ב.

 . כמה איברים יש בסדרה? −2
 
 

 נוסחת הסכום של סדרה חשבונית 

,...,1שאלה טבעית לגבי סדרה חשבונית  naa ?היא: מהו סכום איברי הסדרה 

 ת הסכום כך: ניתן לבטא א 
1

n

n

i
a

=
∑ 

 .nSאו  Sעל ידי מקובל לסמן סכום זה 

 

היא   הסדרה  שבו  המקרה  והוא  מסוים,  למקרה  תחילה  נתייחס  הסכום,  את  לחשב  כדי 

1, 2, 3, ..., n  :כלומר ,ia i= :במקרה זה הסכום שיש לחשב הוא . 

  1 2 3 ...S n= + + + + 

) ניתן לכתוב את אותו הסכום בסדר הפוך:  1) ( 2) ... 1S n n n= + − + − + + 

 נחבר את שני השוויונות האחרונים: 

  ( ) ( )( )2 (1 ) 2 ( 1) 3 2 ... ( 1)S n n n n= + + + − + + − + + + 

1nכל אחד מהמחוברים בסכום האחרון שווה ל־  מחוברים, ולכן:  n. בסכום יש +

  ( 1)2
2

( 1) n nS n Sn⋅ + ⇒
+

= = 

 מתקבלת הנוסחה: 
1

( 1)1 2 ..
2

.
n

i

n ni n
=

+
= + + + =∑  

גאוס  פרידריך  קארל  המתמטיקאי  על  מפורסם  לסיפור  קשורה  זו   Carl Friedrich(  נוסחה 

Gauss, 1777-1855(הטיל על התלמידים תו  ה בכית, המור בית הספר היסודי. כשגאוס היה ב

שבין   המספרים  סכום  את  התלמידים 100ל־  1לחשב  את  תעסיק  שהמטלה  הניח  המורה   .

ל להתפנות  יוכל  והוא  היא ענייניולזמן ממושך,  מיידית: התשובה  והשיב  הצביע  גאוס  אך   .

1. למורה הנדהם, הסביר גאוס כי ניתן לחלק את הסכום 5050 2 ... 100+ +  כך:  +

  (1 100) (2 99) (3 98) ... (50 51)+ + + + + + + +  

יש   זה  ל־  50בסכום  שווה  מהם  אחד  שכל  ו101מחוברים  הכול,  הוא   בסך  הסכום 

101 505050 ⋅ =. 
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 גם לפי הנוסחה הכללית שפיתחנו, מתקיים:

  100 101 50 101 50501 2 ... 100
2
⋅+ = =+ + = ⋅ 

1לבעיה הכללית של חישוב הסכום של סדרה חשבונית נחזור  2, ,..., na a a . 

1  נזכיר שבסדרה כזו, האיבר הכללי נתון על ידי הנוסחה ( 1)ia a i d= + − 

1ia נבטא אותו כך:  a d id= − + 

  אנו מעוניינים לחשב את הסכום

  ( )1
1 1

1 2 ...
n

i

n

i i
nS a a a a a d id

= =
= + + + = = − +∑ ∑ 

 ): 13לצורך כך ניעזר בחוקי הסיגמאות (ראו בעמוד  

   ( )
1

n

i
S a d id

=
= − +∑ 

 שתי סיגמאות) ל סיגמא של סכום(פיצול 
1

1
1

( )
n n

i i
a d id

= =
= − +∑ ∑ 

1 (סיכום של ביטוי קבוע)
1

( )
n

i
n a d id

=
= − + ∑ 

1 מחוץ לסכום, לפי חוק הפילוג) d(הוצאת הקבוע  
1

( )
n

i
n a d d i

=
= − + ∑ 

1 ו קודם)(הצבת הנוסחה שהוכחנ
1( ) ( )

2
n a d nd n

=
+

− + 

1 (פישוט אלגברי)
( 1)

2
n a d nd + − + 
 

= 

   

1 1

11 1

2

( 1)
2

2
2

2

2
2

n

a d a d dn
n

a aa a n d

d n d
n

n n

− +− + + 
= ⋅=

++ + −


 

= ⋅ = ⋅

 

 

 קיבלנו את הנוסחה: 
( )11 2

2
( 1)
2

n n da
S

aa n
n ⋅

+ −+
= = 

נקראת   זו  נוסחה  שימושיים.  הם  זו  שבנוסחה  הביטויים  סדרה  שני  של  הסכום  נוסחת 
 .חשבונית

 

)הביטוי   )1 2na a+  :הוא ממוצע האיבר הראשון והאיבר האחרון בסדרה. הוכחנו אפוא 

 

סכום איברי סדרה חשבונית סופית שווה למכפלת מספר איברי הסדרה בממוצע האיבר 
 הראשון והאחרון.
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 19     : סדרות ואינדוקציה5שיעור 

10 נדגים זאת בחישוב הסכום הבא:  13 16 19 ... 40+ + + + + 

,  40, איברה האחרון הוא  10המחוברים בסכום זה הם סדרה חשבונית שאיברה הראשון הוא  

 .3והפרשה הוא 

  נמצא את מספר איברי הסדרה, לפי נוסחת האיבר הכללי:

  3 1 10 1140 10 ( 1) nn n= + − −⋅ ⇒ = ⇒ = 

10 איברים; ממוצע האיבר הראשון והאחרון הוא   11בסדרה יש  40 25
2
+ = 

11 לכן סכום הסדרה הוא  25 275S = ⋅ =. 

 

 7שאלה 

 חשבו: 

1 א. 3 5 7 ... 99+ + + + + 

3 ב. 7 11 15 ... 75+ + + + + 

 . 7שספרת היחידות שלהם היא  1000ל־ 1סכום כל המספרים בין  ג.

 
 8שאלה 

את   חשבונית. מצאו  סדרה  נתונה  אחד מהסעיפים  המבוקש בכל  הסדרה  המידע  לפי  לגבי   ,

 הנתונים: 

1 א. 5a = ,3d = ,258S  . מצאו את מספר האיברים בסדרה. =

1 ב. 100a = ,7d = − ,715S  . מצאו את מספר האיברים בסדרה. =

1 ג. 1a = ,9n = ,31.5S  . מצאו את הפרש הסדרה. =

 
 9שאלה 

יום   עבור  להחזירו.  שכח  אך  העירונית,  מהספריה  ושלום'  'מלחמה  הספר  את  שאל  נחום 

ב־ היומי  הקנס  סכום  גדל  יום  בכל  אחד.  שקל  של  קנס  הספריה  גובה  הראשון    10האיחור 

של נחום לספריה את רף   אגורות, והקנסות היומיים נצברים. כעבור כמה ימים יעבור חובו

 מאה השקלים, אם נחום ימשיך להחזיק את הספר ברשותו? 

 
 

 הנדסיות סדרות 

 אומטריות.י סוג חשוב ונפוץ נוסף של סדרות הן סדרות הנדסיות, הנקראות גם סדרות ג

 
 הגדרה

נקראת   אינסופית)  או  (סופית  הנדסיתסדרה  (כלומר  סדרה  היחס  כל  אם  בין  המנה)  שני  , 

 איברים סמוכים בה הוא קבוע. 
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 , מנה).quotient(קיצור המילה:   qמקובל לסמן את היחס הקבוע בסדרה הנדסית באות 

i , 1iבסדרה הנדסית מתקיים אפוא לכל 

i

a
q

a
+ = 

1i ולכן:  i qa a+ ⋅= 

 

2 מכאן מתקבל, בפרט:  1a qa= ⋅ 

  2
1 13 2a a qa qq q a= ⋅ = ⋅ = 

  32
14 3 1a a q a qq qa⋅= ⋅ = = 

 

i: 1ובאופן כללי, לכל 
1

i
ia a q −= 

 

 .נוסחת האיבר הכללי בסדרה הנדסיתנוסחה זו היא 

 

 הנה כמה דוגמאות לסדרות הנדסיות: 

,1הסדרה   • 10, 100,  .10: המנה של סדרה זו היא 1000
,2הסדרה   • 4, 4 2, 82,  .2: המנה של סדרה זו היא 2
,48הסדרה   • 24, 12, 6, 1: המנה היא 3 2. 
,2הסדרה   • 6, 18, 54−  .−3: המנה היא −

 

נתבונן בשאלה   גמה נפוצה למצב שבו נוצרת סדרה הנדסית היא בחישובי ריבית דריבית.דו

 הבאה:

 

מפקיד  א של    1000דם  ריבית  הבנק  מעניק  חודש,  בכל  חיסכון.  בתוכנית  על    0.2%שקלים 

 מה תהיה היתרה כעבור שנתיים?  היתרה הקיימת בתוכנית.

 

0.2 את שיעור הריבית: rנסמן ב־ 0.0020
100

.2%r == = 

, הרי שבסופו של החודש מוענקת ריבית בסך  aאם בתחילתו של חודש מסוים היתרה היא  

r a⋅ 1) , והיתרה היא )a ra a r+ = + 

1q נסמן אפוא:  r= + 

 . qפי מהאמור לעיל עולה שהיתרה בכל חודש מוכפלת 

 

1000 לאחר החודש הראשון, היתרה היא: q⋅ 

21 לאחר חודשיים, היתרה היא 00 0000 1q qq⋅ ⋅ = 

 

1000 חודשים, היתרה היא i  לאחר iq⋅ 
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 ראינו כי:חודשים.  iאת היתרה בתום   iaנסמן ב־ 

   11001000 0i i
ia q q q −= ⋅=  

1הסדרה  כןל 2, ,...aa .היא סדרה הנדסית 
 

 חודשים), ונקבל: 24(כי שנתיים =  i=24כדי למצוא את היתרה כעבור שנתיים, נציב 

  2424
24 1000 1000 1.00 1049.122qa ⋅= =  = היתרה כעבור שנתיים ⋅≈

 

 שקלים. 1049שנתיים יהיו בחיסכון כ־  לאחר

 
 10שאלה 

הנדסית,  שהסדרה  במקרה  לא.  או  הנדסית  סדרה  היא  אם  מהסדרות  אחת  כל  לגבי  קבעו 

 מצאו את מנתה.

 1,2,4,8 ב. 1,2,3 א.

,3 ג. 1.5, 0.75, ,1ד.  0.375 2,4, 8− − 

 0,0,0,0  ו. 5,5,5,5 ה.

 
 11שאלה 

חוב של   יש  ריבית של   1000לדנה  נצברת  לא משולם החוב,  בכל חודש שבו  לבנק.  שקלים 

 על סכום החוב הקיים. מה יהיה החוב בעוד חצי שנה, אם לא ישולם?  10%
 
 

 נוסחת הסכום של סדרה הנדסית 

1בהינתן סדרה הנדסית   2, ,..., na a a:נרצה לחשב את סכומה , 

  
1

1 2 ... n
i

i

n
S a a a a

=
= + + + = ∑ 

 דרך החישוב שנציג עושה שימוש בתחבולה נאה.

12a לפי נוסחת האיבר הכללי, qa= ⋅ 

  2
3 1a qa= ⋅ 

   

  1
1

n
na a q −= ⋅ 

1  לכן 
2 2 1

1 1 1 1... n nS a a q a q a q a q− −= + + + + + 

q : 1נכפיל את השוויון ב־
3

1
2 1

1 1 1... n nSq a q a q a q a q a q−= + + + + + 

ל־  הביטוי  בין  נשווה  ל־  Sqאם  הביטוי  בשני  Sלבין  זהים  המחוברים  כל  שכמעט  נראה   ,

; בנוסף, 1a, למעט המחובר  Sמופיעים כל המחוברים בביטוי של    Sqבביטוי של    הסכומים.

 . לכן: naqמופיע המחובר  

  1 1
nSq S a a q= − + 
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1qנניח מעתה ש־   מהשוויון שקיבלנו:  S  , ונחלץ את≠

  1 1
nSq S a q a− = − 

   1( 1) ( 1)nS q a q− = −⇒ 
 

   1 1
1nqa

q
S −
=

−
⇒ 

 

 .נוסחת הסכום של סדרה הנדסיתהנוסחה האחרונה היא 

 

1q: אם הערה   ד לחשב את סכומה: ו, הסדרה היא קבועה וקל מא=

  111 1...S a a naa + + + ==


 

 נדגים את השימוש בנוסחת הסכום: 

0 נחשב את הסכום: א.
100

1

103 9 ... 3 3
i

i

=
+ + + = ∑ 

הוא    3,...,1003,9הסדרה    הראשון  שאיברה  הנדסית  סדרה  היא  3היא  מנתה   ,3q = ,

 : . סכומה הוא אפוא100ומספר איבריה הוא 

   ( )
100

1003 3
2

3 13 1
3 1

S =−⋅= −
−

 

 המספר המתקבל הוא עצום בגודלו, לכן לא נכתוב אותו כאן במפורש. 
 

השחמט ב. ממציא  על  ממציא    .האגדה  את  שהזמין  סין  קיסר  על  מספרת  ידועה  אגדה 

חיי  את  שיפרה  המופלאה  "המצאתך  לו:  אמר  הוא  לארמון.  אליו  השחמט  משחק 

אל   שכרך;  את  נא  נקוב  האומות.  כל  בעיני  סין  ארץ  של  קרנה  את  והעלתה  האזרחים 

והשיב  שחמט  לוח  הוציא  הזקן  הממציא  ואמלאנה".  משאלתך  מה  אמור  צנוע.  תהיה 

הראשו המשבצת  "על  אחד".  לקיסר:  אורז  גרגר  שתניח  רוצה  הייתי  השח  לוח  של  נה 

ם". "גרגר אורז?" התפלא הקיסר. "כן, השיב הזקן. ועל המשבצת הבאה ארצה שני גרגרי

אמר הקיסר בתמיהה ובכעס. "חלילה לי מלעשות כן,    "האם אתה רוצה להעליב אותי?"

הוד רוממותו", השיב הזקן. "אנא שמע את בקשתי. ובכן על המשבצת השלישית אבקש  

שמונה, וכן הלאה. בעד כל משבצת של לוח השח   –שתניח ארבעה גרגרים, על הרביעית  

ושוטה.   תמהוני  זקן  "איזה  הקיסר.  רגז  טוב",  "נו  הקודמת".  מהמשבצת  כפליים  אבקש 

תקבל את שק האורז שלך מחר בבוקר". הקיסר הורה לעוזריו לחשב במדויק את כמות  

יהיה קל למלא את דרישת הזקן. עוזרי  אך    האורז שיקבל הזקן. עד מהרה התברר שלא 

את   וסיכמו  משבצת  לכל  שיידרשו  הגרגרים  מספרי  את  בקדחתנות  חישבו  הקיסר 

 מאהמשבצות הראשונות, התברר כי יידרשו כה  32רים. כבר במחצית הלוח, עבור  המספ

דרדר במהירות: כל משבצת דרשה הררים של אורז,  יטונות של אורז. מכאן המצב הלך וה

:  ת האורז הנדרשכמות  לסכם את    קיסרבקצב הולך וגובר. עם עלות השחר, סיימו עוזרי ה

כמות שגם אם יירתמו כל שדות  מיליון מיליוני טונות של אורז,  חצי  התגלה כי נדרשים כ

n פעמים 
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נאלץ להודות בתבוסתו,   לגידולה. הקיסר  יידרשו אלפי שנים  האורז שבעולם להפקתה, 

 ולהכיר בחוכמתו של אותו זקן. 
 

את    יחסית  בקלות  לחשב  נוכל  אך  שבסיפור,  האורז  כמות  את  לספק  נוכל  לא  אנו  גם 

 מספר הגרגרים הנדרשים.

01 : 1־רשו עבור המשבצת המספר הגרגרים שנד  2= 

12 : 2מספר הגרגרים שנדרשו עבור המשבצת ה־  2= 

24 : 3מספר הגרגרים שנדרשו עבור המשבצת ה־  2= 

38 : 4מספר הגרגרים שנדרשו עבור המשבצת ה־  2= 

  

 632 : 64מספר הגרגרים שנדרשו עבור המשבצת ה־ 
 

63 סך הגרגרים שנדרשו:  
64

1

11 2 4 ... 2 2
i

i−

=
+ + + + = ∑ 

1נחשב את הסכום בעזרת נוסחת הסכום לסדרה הנדסית (  1, 2, 64a q n= = = :( 

   

64
63 64

18 9 9

2 11 2 4 ... 2 1 1
2 1

18,446,744,073,709,551,

· 2

·1615 18 0 ·1 ·18 0 10

−+ + + +

=

== −
−

= ≈
   

 מיליארד מיליארדים. 18כ־מספר הגרגרים הוא  

11 נשים לב שבאופן כללי, מתקיים:  2 ... 2 2 1n n++ + + = − 

  שוויון זה נובע מנוסחת הסכום לסדרה הנדסית. 
 

 .חישובי ריבית דריבית ג.

חודש    בכל  מפקיד  שאדם  מצטברת    aנניח  ריבית  הנושאת  חיסכון,  בתוכנית  שקלים 

הסכום  .  rבשיעור  כל  על  שנצברה  הריבית  את  לחשבון  מוסיף  הבנק  חודש,  כל  בתום 

 (הקרן והריבית שנצברה בעבר). 

1qנחשב כמה כסף ייצבר בחשבון בכל שלב. נסמן, כמקודם,    r= +. 

 .aשקלים, ולכן היתרה היא  aבתחילת החודש הראשון, מופקדים  

1)בתום החודש הראשון נצברת הריבית, והיתרה היא:   )a ra a r aq+ = + =. 

aqשקלים נוספים, והיתרה היא  aבתחילת החודש השני מופקדים   a+. 

)2ית, והיתרה היא בתום החודש השני נצברת הריב  )aq a aqq aq⋅ =+ +. 

מופקדים    השלישי  החודש  נוספים,    aבתחילת  היאשקלים  2aq  והיתרה  aq a+ + . 

 נצברת הריבית, והיתרה היא: בתום החודש השלישי

   ( )2 3 2aq aq a aq aqq aq⋅+ + + += 

 חודשים היא:  nיצבר בחשבון לאחר  כמות הכסף שתבאופן כללי,  

   1 2...n naq aq aq aq−+ + + + 
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היא    שמנתה  הנדסית  סדרה  של  סכום  הוא  שהתקבל  בביטוי  הנוסחה qהסכום  לפי   .

 לסכום סדרה הנדסית: 

   

1 2 2... ...

1 (1 ) 1
1

(1 )

n n n

n n

aq aq aq aq aq aq aq

q raq
q r

a r

−+ + + + = + + +

− +
+

−
−

==
 

ההפק  סכום  אם  הוא  לדוגמה,  החודשי  היא    100דה  החודשית  והריבית  ,  0.5%שקלים 

 :הסכום חודשים) ייצבר 60שנים (שהן  5כעבור  

  
60

1.005 7011.891.005 1100
0.005

⋅ ⋅ ≈− 

 שקלים. 6000שקלים על הפקדה כוללת של  1011תתקבל ריבית של כ־ בסך הכול 

 
 12שאלה 

10 הוכיחו: א. 10
1 1 1 11 ... 2
2 4 22

+ + + + = − 

10 ו: חשב ב. 
1 1 1 11 ...

273 9 3
− + − + + 

 
 13שאלה 

בסך   משכנתא  לוקח  צעיר  משלם    aזוג  הזוג  חודש,  בכל  גובה   bשקלים.  והבנק  שקלים, 

על יתרת החוב. ריבית זו מתווספת אל החוב הקיים. מצאו נוסחה המבטאת    rריבית בשיעור  

 חודשים.  nאת החוב שנותר לאחר  

 
 

 הגדרה רקורסיבית של סדרות

1   נתבונן בסדרה המוגדרת כך:  3a = 

   2
1 1,2,3,.5 ..n na na + =−= 

 

 במבט ראשון ההגדרה נראית תמוהה: איך אפשר להגדיר סדרה בעזרת עצמה?
 

 אך מסתבר שנוסחאות אלה קובעות את איברי הסדרה ביחידות: 

1ש־ עים כבר אנו יוד 3a 1n, נציב 2a. כדי למצוא את  =  יה של ההגדרה:יבנוסחה השנ  =

   2
2 1 5a a= − 

2  לכן 
2 3 5 4a = − = 

  

2nכעת נציב   2 באותה נוסחה, ונקבל: =
3 2 5a a= − 

2 לכן, 
3 4 5 11a = − = 
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ולחשב את   נוכל להמשיך  כל איבר בסדרה, החל מהאיבר   4a  ,5aכך  וכן הלאה. ערכו של 

 השני, נקבע לפי ערכו של האיבר שלפניו. כך מוגדרת הסדרה באופן חד־משמעי.
 

זה נקראת   זו, מגדירים תחילה את האיבר  הגדרה רקורסיביתהגדרה מסוג  . בשיטת הגדרה 

על  בהסתמך  מוגדר  איבר  כל  מכן,  לאחר  בה.  ראשונים  איברים  כמה  או  בסדרה,  הראשון 

נקראת  קודמיהם  בעזרת  האיברים  את  מגדירים  שבאמצעותה  הנוסחה  שלפניו.  האיברים 

 .נוסחת רקורסיה 

 

היא   רקורסיבית  שהגדרתה  לסדרה  מפורסמת  סדרה  Fibonacci(  יבונאצ'יפ  סדרתדוגמה   .(

1אינסופית זו, שאיבריה מסומנים  2 3, , , ...F F F  :מוגדרת כך 

  1 1F = 

  2 1F = 

  1 2 3,4,5,...n n nF F F n− −= + = 

  

ל־ וכל איבר החל מהאיבר השלישי שווה לסכום 1כלומר, שני האיברים הראשונים שווים   ,

 שני האיברים שלפניו בסדרה.

 

3 נחשב כמה איברים ראשונים של הסדרה:  2 1 1 1 2F F F= + = + = 

   4 3 2 2 1 3F F F= + = + = 

   5 4 3 3 2 5F F F= + = + = 
 

 14שאלה 

 חשבו את עשרת האיברים הראשונים בסדרת פיבונאצ'י.

 
 15שאלה 

 ים הראשונים בכל אחת מהסדרות הבאות: משת האיברחשבו את ח

1   א. 10a = 

   1 13nna a n+ = + ≥ 
 

21   ב. 3, 4a a= = 

   12 11nn na a a n++ = − ≥+ 
 

 

1   ג. 2a = 

   1 11nna a n n+ = + ≥+ 
 

1   ד. 1a = 

   ( )11
1 ...
2

1n na a a n+ = + ≥+ 
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   בידי לראשונה  הוגדרה  זו  סדרה 
ליאונרדו  האיטלקי  המתמטיקאי 

) נודע  1250-~1170מפיזה  אשר   ,(~
היה  ליאונרדו  פיבונאצ'י.  בשם  גם 
בשורת   את  להביא  הראשונים  אחד 
ההודו־ערבי  העשרוני  הכתיב 
בספרו  אותו  פרסם  והוא  לאירופה, 

Liber Abaci    (ספר החישוב).  הגדרת
זה,  בספר  פורסמה  פיבונאצ'י  סדרת 
במסגרת חידה על קצב ההתרבות של  

 אוכלוסיית ארנבות.
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 16שאלה 

 ת לסדרות הבאות: ורקורסיבי ותמצאו הגדר

15   א. 3na n n= + ≥ 

2·   ב. 13n
na n= ≥ 

 
 

 אינדוקציה מתמטית 

 .שיטת האינדוקציה נציג עתה שיטה חשובה להוכחת טענות לגבי מספרים שלמים, הנקראת 

 

2n באי־שוויון הבא: נתבונן, לדוגמה,  n> 

   

n...,1,2,3 טבעי, כלומר ל־ nנניח שברצוננו להוכיח את האי־שוויון לכל  = 

 

1nנבדוק תחילה, שהאי־שוויון מתקיים עבור   =: 
12 12 , ולכן =2 1> 

 

 מסוים: nכעת נניח, לרגע, שהטענה שברצוננו להוכיח מתקיימת עבור  

  2n n> 

 : 2שוויון ב־אי־ננסה להגיע למסקנות מהנחה זו. נכפול את שני אגפי ה

  2 22n n⋅ > 

12 ת נקבל: לפי חוקי החזקו 2n n+ > 

1nהוא מספר טבעי. לכן  nהנחנו ש־ 2 , ומכאן ≤ 1n n n n= + ≥ + 

12 לכן:  1n n+ > + 

 

שאם   2nהוכחנו  n>    12אז 1n n+ > מתקיימת  + להוכיח  שברצוננו  הטענה  אם  כלומר:   ,

1nמסוים, אז היא מתקיימת גם עבור  nעבור   +. 

 

ביחד:   הטענות  שתי  12משילוב  1וגם    <1 12 2n nn n+> ⇒ > נכונות  + את  נקבל   ,

2nהטענה  n>   לכלn :באופן הבא , 

 

12מכך ש־  22נסיק ש־ <1 2>; 

22מכך ש־  32נסיק ש־ <2 3>; 

32מכך ש־  42נסיק ש־ <3 4>; 

 וכך ניתן להמשיך ככל שנרצה.

 

2nלכן,   n>  לכלn .טבעי 
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 :האינדוקציה  עיקרוןכללי, הנקרא  עיקרוןמדוגמה זו נוכל לנסח 

 
 האינדוקציה עיקרון

)תהי  )P n  טענה התלויה במספר טבעיn. 

 אם מתקיימים שני התנאים הבאים:

 נכונה. P(1)א. הטענה  

)טבעי, אם  nב. לכל  )P n  נכונה אז( 1)P n  נכונה. +

)אז הטענה   )P n נכונה לכל n. 

 

נדמיין  דומינו:  ניתן לדמות את שיטת ההוכחה בדרך האינדוקציה לתהליך של הפלת אבני 

השנ האבן  להפלת  גורמת  הראשונה  האבן  דחיפת  דומינו.  אבני  של  אינסופית  יה, ישורה 

במוקד תיפול  אבן  בבטחה שכל  לדעת  ניתן  וכן הלאה.  או שמפילה את האבן השלישית,  ם 

 במאוחר. 
 

 
 

 בדרך כלל במבנה הבא:  האינדוקציה מתבצעת עיקרוןהוכחה המבוססת על  
 

 .בסיס האינדוקציה)(שלב זה נקרא  P(1)מוודאים את נכונות הטענה  א.
)מניחים את נכונות הטענה  .ב )P n  הנחת האינדוקציה (הנחה זו נקראת.( 

)וש בהנחה, מוכיחים את נכונות הטענה תוך שימ ג. 1)P n + . 

 . צעד האינדוקציה נקראים שלבים ב ו־ג 
 

טענות   ומלא  פורמלי  באופן  להוכיח  מאפשרת  האינדוקציה  אך  שיטת  בעבר,  הכרנו  שכבר 

בנוסף, השיטה מאפשרת  לא היתה שלמה.  להוכיח  להוכיח טענ  הוכחתן  ות חדשות שקשה 

 לות שבהמשך.חרת. נראה זאת בדוגמאות ובשאבדרך א 
 

1 כדוגמה ראשונה, נוכיח את הטענה הבאה:  2 3 ...
2

( 1)n n n
+ + +

+
+ = 

 כזכור, נוסחת הסכום של סדרה חשבונית מבוססת על טענה זו. 

1nנבדוק את נכונות הטענה עבור  =: 
2

1 (1 1)1 ⋅ +
= 

1 מסוים, כלומר: nנניח שהטענה נכונה עבור   2 3 ...
2

( 1)n n n
+ + +

+
+ = 

1nנוכיח שהטענה נכונה עבור   , כלומר נוכיח שמתקיים:+

   1 2 3 ... ( 1)
2

( 1)( 2)nn n n
+ + + + + +

+ +
= 

 .זו הנחת האינדוקציה 
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 הנה ההוכחה:

  ( )1 2 3 ... ( 1) 1 2 ... ( 1)n n n n+ + + + + + = + + + + + 

)( (לפי הנחת האינדוקציה) 1)
2

( 1n n n= + +
+ 

   ( 1) 2( 1)
2

n n n+ + +
= 

   ( 1)( 2)
2

n n+ +
= 

1nוידאנו שהטענה נכונה עבור     , ובכך סיימנו את צעד האינדוקציה ואת הוכחת הטענה.+
 

 : דרך נוספת ומקובלת לכתוב את צעד האינדוקציה היא:הערה 

טבעי   מספר  עבור  kעבור  נכונה  הטענה  שאם  מוכיחים   ,n k=    עבור נכונה  הטענה  אז 

1n k= +. 

)לדוגמה, ביחס לטענה שהוכחנו ( 1)1 2 ...
2

n nn +
+ + + n), נציב = k= :בטענה 

   ( 1)1 2 ...
2

k kk +
+ + + = 

 זוהי הנחת האינדוקציה.

1nנציב  k= ) בטענה:   + 1)( 2)1 2 ... ( 1)
2

k kk + +
+ + + + = 

 , בהתבסס על הנחת האינדוקציה.זו הטענה שמוכיחים בצעד האינדוקציה
 

 17שאלה 

 טבעי מתקיים:   nהוכיחו כי לכל 
1

2 ( 1)(2 1)
6

n

i

n n ni
=

+ +
=∑ 

 
 18לה שא

1יהיו   א. 2, ,..., na a a :מספרים ממשיים. הוכיחו כי מתקיים 

   1 2 1 2... ...n na aa aa a=⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

nna  הסיקו את הזהות:  ב. a= 

 
 19שאלה 

 הוכיחו בשיטת האינדוקציה את נוסחת הסכום של סדרה הנדסית. 
 

 20שאלה 

 :אי־שוויון ברנוליהנקרא  הוכיחו את האי־שוויון הבא,

1xלכל  ≥ 1) טבעי מתקיים n, ולכל − 1)nx nx≥+ +  
 

ש:  הערה  לב  לעיל  שימו  1xומספר ממשי  ,  nיש שני משתנים: מספר טבעי  בשאלה  ≥ − .

זה  חבהוכ מסוג  טענה  של  באינדוקציה  מתבצעת  ה  שעליו  המשתנה  איזהו  לזכור  חשוב 

) זה:האינדוקציה  נקרא  nהמשתנה    במקרה  זה  משתנה  האינדוקציה ).  לא  משתנה  כמובן,   .

 .בשאלהש x נוכל לבצע אינדוקציה על משתנה המקבל ערכים שאינם שלמים, כמו

   על שמו של המתמטיקאי
 ) 1705-1654יעקב ברנולי (השוויצרי 
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 מספרים שלמיםטענות על התחלקות 

אלה   בעיות  התחלקות.  בעיות  הוא  קרובות  לעתים  להם  יפה  שהאינדוקציה  התחומים  אחד 

 עוסקות בהתחלקות ללא שארית של מספרים שלמים. להלן מספר הגדרות וטענות בנושא זה. 

 
 התחלקות -הגדרה 

 מספרים שלמים.  dו־  aיהיו  

aבצורה  aאם ניתן להציג את  dמתחלק ב־  aנאמר כי   qd=כש־ ,q .הוא מספר שלם 

d|. נסמן זאת כך:  dשל כפולה שלמה  הוא  aבמצב זה נאמר גם ש־ a . 

d, נסמן זאת כך:  dאינו מתחלק ב־ aאם  a. 

 הערה: המונח "מתחלק" הוא קיצור של המונח "מתחלק ללא שארית" שהכרנו בעבר. 
 

 לדוגמה:

20, כי 4מתחלק ב־ 20 • 45= 4. בסימון מתמטי: ⋅ | 20. 

1aמתקיים  a, כי לכל 1כל מספר שלם מתחלק ב־  • a= ⋅. 
1aמתקיים  aכל מספר שלם מתחלק בעצמו, כי לכל   • a= ⋅. 
0מתקיים  dמתחלק בכל מספר, כי לכל  0 • 0 d= ⋅. 
 הם המספרים הזוגיים: 2המספרים המתחלקים ב־ •

  ..., 8, 6, 4, 2, 0, 2, 4, 6, 8, ...− − − − 

  
 טענה

,יהיו   ,a b d  .מספרים שלמים 

d|אם   א. a    וגם|d b   אז|d a b+    ,במילים: אם שני מספרים מתחלקים במספר מסוים)

 אז גם סכומם מתחלק באותו המספר). 

d|אם   ב. a    אז|d ab  מ אם  שלו  (במילים:  כפולה  כל  אז  מסוים,  במספר  מתחלק  ספר 

 מתחלקת באותו המספר). 

0d־נניח ש ג. אז  ≠  .|d a a d⇔ ∈     ורק (במילים: מספר מתחלק במספר אחר אם 

 אם תוצאת החלוקה שלו באותו המספר היא מספר שלם). 

 

 לפני הוכחת הטענה, נראה דוגמאות לכל חלקיה:

ב־   9ו־  6המספרים   א. ב־3מתחלקים  מתחלק  סכומם  גם  הטענה,  לפי  ואכן:  3.   .6+9=15  

3ו־ | 15. 

ב־  6המספר   ב. המספר  3מתחלק  גם  הטענה,  לפי   .7 ב־  ⋅6 ואכן:  3מתחלק   .7 6 42⋅ = 

3ו־ | 42. 

אם  ל ג. לבדוק  כדי  הטענה,  3פי  | המנה  12 אם  לבדוק  די   ,12 ואכן    3 שלם;  מספר  היא 

12מתקיים ש־  3  . 3מתחלק ב־  12הוא מספר שלם, ובהתאם לכך,   =4

זאת, המספר    2לעומת 
35 3 לכך,    =1 ובהתאם  ב־  5אינו שלם,  (בסימון   3אינו מתחלק 

3מתמטי:   5.( 
Rhys
Golden Manasherov
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 הוכחת הטענה

ש־ א. d|נניח  a    וגם|d b  לבטא ניתן  ההתחלקות,  הגדרת  לפי   .a qd=  ו־'b q d= ,

 הם מספרים שלמים. מחיבור שני השוויונות נקבל: q'ו־ qכש־

   ' ( ')a b qd q d q q d+ = + = + 

aלכן גם המספר    b+  הוא כפולה שלd כלומר במספר שלם ,|d a b+. 
 

d|נניח ש־ ב. a  אז ניתן לבטא .a qd=  כש־q  .הוא מספר שלם 

) : bנכפיל את השוויון ב־  ) dab qdb qb= ⋅= 

d|, כלומר  d  הוא כפולה של abלכן גם המספר    ab. 
 

 נוכיח את שני הכיוונים:  ג.

כי אם    –כיוון ראשון    d|נוכיח  a    אזa d   לפי הגדרת ההתחלקות, מכך מספר שלם. 

d|ש־ a    להציג שניתן  aנובע  qd=  כש־q  ב־ זה  שוויון  נחלק  שלם.  מספר  , dהוא 

aונקבל:  d q=  לכן .a d .שלם 

aנוכיח כי אם    –כיוון שני    d    מספר שלם אז|d a ואכן, בהנחה ש־ .a d  ן  שלם, נסמ

q a d=נכפיל שוויון זה ב־ .d ונקבל ,a qd= ,לפי ההנחה .q   מספר שלם. לכן|d a. 

       

 21שאלה 

 בדקו אם מתקיים:

2 א. | 7ב.   5 | 8ג.   10 | 24 

2 ד. | 10ה.   −6 | 1ו.   5 | 8−  

 
 22שאלה 

 :הוכיחו

d|אם   א. a   וגם|d b   אז|d a b−. 

d|אם  ב. a ־וc  מספר שלם כלשהו, אז|dc ac. 

b|אם  ג. a ו־|c b  אז|c a. 

 

טענות   להוכיח  ניתן  כיצד  נראה  ההתחלקות,  של  הבסיסיות  התכונות  את  משהכרנו  כעת, 

 מסוימות על התחלקות בשיטת האינדוקציה.

 
 טענה

22טבעי מתקיים   nלכל  | n n+. 
 

 הוכחה

במקרה   הטענה  את  1nנבדוק  זה  = במקרה   :2 21 1 2n n+ = + מתקיים = ואכן   ,
22 | n n+. 

עבור   מתקיימת  שהטענה  נניח  כלומר    nכעת  מסוים,  22טבעי  | n n+ שהיא ונוכיח   ,

1nמתקיימת עבור   22, כלומר + | ( 1) ( 1)n n+ + +. 
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 נפשט: 

   
2 2 2

2

( 1) 1 2 1 1 2 2

2( 1)

n n n n n n n n

n n n

+ + + = + + + + = + + +

= + + +
  

2nהמספר   n+ לפי הנחת האינדוקציה.2מתחלק ב־ , 

)2המספר   1)n  , לפי הגדרת ההתחלקות. 2מתחלק ב־ +

הסכום   שהוכחנו,  ההתחלקות  תכונות  2לפי  2( 1)n n n+ + ב־  + ומכאן  2מתחלק   ,
22 | ( 1) ( 1)n n+ + +.     

 

 נסו את כוחכם בהוכחת טענות דומות: 

 
 23שאלה 

 הוכיחו באינדוקציה את הטענות הבאות: 

36  טבעי, nלכל  א. | n n−. 

3טבעי,   nלכל  ב. | 4 1n −. 

30טבעי,   nלכל  ג. | 3 5 35n n+⋅ ⋅. 

30טבעי,   nלכל  ד. | 8 5 3n n n− −. 

 
 

 נוסחת הבינום

 נכיר עתה זהות חשובה, המשלימה זהויות שלמדנו בשיעור השני, והוכחתה היא באינדוקציה. 

)נחפש נוסחה עבור הביטוי   )na b+כש־ ,a ו־b  מספרים ממשיים, ו־n .מספר טבעי 
 

) פי הגדרת החזקה, מתקיים כמובן: ל )1a b a b+ = + 

) לפי נוסחאות הכפל המקוצר:  )2 2 22a b a ab b+ = + + 

 ולפי נוסחאות הכפל המקוצר ממעלה שלישית: 

  ( ) 323 3 23 3a b a a b ab b+ = + + + 

)נפתח זהות דומה עבור הביטוי  )4a b+: 

  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

3 3 2 2 3

3 2 2 3 3 2 2 3

4 3 2 2 3

3 2 2 3 4

4 2 2 3 4

4

3

3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

464

a b a b a b a a b ab

a

a b b

a a a b ab b b a a b ab b

a a b a b ab

a b a b ab b

a bb a ab b

+ = + = + + + +

= + + + + + + +

= + +

=

⋅ +

+

+ +

++

+ +

+ +

 

)ניתן לראות כי בנוסחה ל־  )+ na b    1מופיעים המחוברים 1 1, , , ,− −


n n n na a b a b b  כלומר ,

−כל הביטויים מהצורה  in ia b   0עבור ≤ ≤i n ,לפני כל מחובר מופיע מקדם מספרי. כש 
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נ המקדמים,  מתנהגים  פיה  שעל  החוקיות  את  להבין  הנקראת  רבדיאג  עייןכדי  הבאה,  מה 

 : משולש פסקל
1

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

 

 

, וכל מספר שאינו קיצוני בשורתו שווה 1בדיאגרמה זו, המספרים הקיצוניים בכל שורה הם  

 לסכום שני המספרים שמעליו. 

הביטוי  בפיתוח  המקדמים  בדיוק  הם  פסקל  במשולש  המספרים  לראות,  שניתן  כפי 

( )+ na b: 

  0( )a b+ = 1 

  1 11( )a a bb ⋅+ = + ⋅1 1 

  2 2 2( )a b a ab b+ = +⋅ + ⋅1 2 1 

  32 23 3( ) a a ba a bb b+ = +⋅ ++ ⋅1 3 3 1 

  42 2 34 4 3( ) a a b a b ab ba b+ = + +⋅ + ⋅1 4 6 4 + 1 

 

)נוכל להיעזר במשולש פסקל כדי לשחזר את הנוסחה ל־בדרך זו,  )+ na b  בכל עת שבה היא

  .n, ולכל ערך של תידרש

 
 24שאלה 

)5סחה עבור הביטוי  היעזרו במשולש פסקל כדי למצוא נו )a b+. 

 

ב נקראים    משולשהמספרים  בינומייםפסקל  . השורות במשולש פסקל ממוספרות  מקדמים 

מ־ ה־0החל  במקום  המספר  שורה.  כל  בתוך  המקום  גם  וכך   ,i  ה־ פסקל    nבשורה  במשולש 

מסומן כך:   
 
 

n
i   :בשפת הדיבור)n  מעלi .( 

 במשולש פסקל הם 3לדוגמה, המספרים בשורה מספר 

  

3 3 3 31 3 3 10 1 2 3
       = = = =       
        

 : באופן ישיר הנוסחה הבאה מאפשרת לחשב את המקדמים הבינומיים

  !
!( )!

nn
i i n i

  =  − 
 

!5 לדוגמה: 5! 1205 02 2!(5 2)! 2!
1

3! 62
  =  −

= =
⋅ ⋅

=  

 

!5  וכן:  5! 1205 1
05 5!(5 5) ! ! 1205 1!

=  =  − 
= =

⋅ ⋅
 

  ) על שם בלז פסקלBlaise Pascal, 
פיזיקאי  1623-1662 מתמטיקאי,   ,(

 ופילוסוף צרפתי.

  :זכרו את הגדרת העצרת 
.! .1 2 . kk ⋅= ⋅  . ראו פירוט  ⋅

 .15בעמוד 

    כי !0זכרו  מתגלה =1 כאן   .
 השימושיות של הגדרה זו.
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)ראינו שהביטוי  נסכם:   )+ na b    1הוא סכום של ביטויים מהצורה 1 1, , , ,− −


n n n na a b a b b ,

−כלומר כל הביטויים מהצורה   in ia b    0עבור ≤ ≤i n  כאשר לפני כל מחובר מופיע מקדם ,

הבינומיים   המקדמים  הם  המספריים  המקדמים  מספרי.  
 
 

n
i  הנוסחה מתקבלת  מכאן   .

 הבאה:

   1 2 2( ) ...0 1 2
n n n n nn n n na b a a b a b bn

− −       + = + + + +       
       

 

 בסימון הסיגמא נוסחה זו נראית כך: 
0

( )n n i i
n

i

na b a bi
=

− + =  
 ∑ 

 .נוסחת הבינוםנוסחה זו נקראת 
 

המקדמים   ונוסחת  הבינום  (נוסחת  זה  שבסעיף  הנוסחאות  הוכחות  את  למצוא  תוכלו 

שאלה   בפתרון  ע29הבינומיים)  לפסוח  ניתן  זה  קורס  למטרות  אך  שהן .  אלה,  הוכחות  ל 

 מורכבות במקצת.  
 

 נתרגל עתה את השימוש בנוסחת הבינום.

 

 25שאלה 

 פשטו את הביטויים הבאים, בעזרת נוסחת הבינום:

) א. )32x y+   .4ב( )x y−   .ג( ) ( )5 5a b a b+ + − 

 
 26שאלה 

 במשולש פסקל.   7וה־ 6כתבו את השורה ה־ א.

הבינומיים   ב. המקדמים  את  6חשבו  6 6 6, , ,0 1 2 3
       
       
       

המקדמים    נוסחת  בעזרת 

 הבינומיים והשוו למשולש פסקל.

 
 27שאלה 

 טבעי:   nהוכיחו, לכל 

10 .  א
   = =   
   

n n
n .1  ב

  = 
 

n n 

2nאם  ג. ≥ :( 1)
2 2

−  = 
 

n nn   .ד   =   −   
n n
i n i 

 
 28שאלה 

 הוכיחו:

 א.
0

2
n

i

nn
i

=

  = 
 ∑ .ב  

0
( 1) 0

n
i

i

n
i

=

 − = 
 ∑ 

 בנוסחת הבינום. bו־  aעבור   −1או  1רמז: נסו להציב את הערכים 
 

 מר, מה המשמעות של כל אחת מהנוסחאות לגבי משולש פסקל? אהתוכלו ל
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 29שאלה 

0ו־  טבעי nלכל  i n≤  , נגדיר:≥

• ,n iP=האיבר ה־i בשורה ה־n  .במשולש פסקל 

• !
!( )!

nn
i i n i

  =  − 
 ד נוכיח שההגדרות שקולות). הגדרה זו שונה ממה שהגדרנו קודם, אך מי (   

1הוכיחו שלכל   .  א ≤ ≤i n    ,1
1

+     + =     −     
n n n

i i i. 

0שלכל הסיקו  . ב i n≤ n,מתקיים:  ≥ i
nP i
 =  
 

. 

 הוכיחו את נוסחת הבינום.  .ג

 . וסחה שבסעיף א, והיעזרו בנnרמז: הוכיחו באינדוקציה על  

 
 

 אינדוקציה החל ממקום מסוים 

1nבודקים את נכונות הטענה עבור  שלמדנו,  בשיטת האינדוקציה   , ולאחר מכן מוודאים =

1nמסוים גוררת את נכונותה עבור    nשנכונותה עבור   את נכונותה לכל  . מכאן מסיקים  +

1n  שלם. ≤

1nבאופן דומה, ניתן להתחיל את האינדוקציה מכל מספר שלם שנרצה, ולא בהכרח מ־  = .

 הבא:  עיקרוןתוכנו של הזהו 

 
 האינדוקציה החל ממקום מסוים עיקרון

)מספר שלם, ותהי  mיהי   )P n  טענה התלויה במספר שלםn m≥. 

 אם מתקיימים שני התנאים הבאים:

)א. הטענה   )P m .נכונה 

nב. לכל מספר שלם m≥ אם ,( )P n  נכונה אז( 1)P n  נכונה. +

)אז הטענה   )P n  נכונה לכלn m≥. 

 

לפי   לגבי    עיקרוןבהוכחה  הטענה  התקיימות  בדיקת  הוא  הבסיס  שלב  nזה,  m=  שלב  .

שלכל   הוכחה  הוא  nהאינדוקציה  m≥  עבור נכונה  הטענה  אם   ,n    עבור נכונה  היא  אז 

1n +. 

 

 נדגים זאת בהוכחת הטענה הבאה:

 

5n: לכל מספר שלם טענה  22n, מתקיים ≤ n>. 

 

 (למעוניינים להתעמק בנוסחת הבינום) 
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2,3,4nשימו לב שטענה זו לא מתקיימת עבור הערכים  =: 
 

2n 2n n 

1 2 1 
4 4 2 
9 8 3 

16 16 4 
25 32 5 

 
 : הוכחת הטענה 

5nנבדוק שהטענה מתקיימת עבור  = :52 32= ,25 5, ולכן  =25 22 5>. 

5nכעת, נניח שהטענה מתקיימת עבור    מסוים: ≤

  22n n> 

1 :2ל את האי־שוויון ב־ינכפ 22 2n n+ > 

 

1nעלינו להוכיח שהטענה נכונה עבור  1, כלומר שמתקיים: + 22 ( 1)n n+ > +. 

2לאור הידוע לנו, די אם נוכיח שמתקיים  22 ( 1)n n> +. 

2 כלומר, מספיק להוכיח ש 22 2 1n n n> + + 

2 שוויון זה שקול לאי־שוויון הבא: ־אי 2 1n n> + ⇔ 

5nשוויון זה מתקיים עבור  ־ואי 2 , כי:≤ 5 2 3 2 1n n n n n≥ = + > + 

 

כי   הוכחנו  2נסכם:  22 ( 1)n n> לכן  +  ,2212 2 ( 1)n n n+ > > צעד  + את  סיימנו  ובכך   ,

   האינדוקציה, ואת ההוכחה כולה.
  

את הערה  לסיים  כדי  מסוימת  טענה  להוכיח  שדי  הבחנו  מסוים  בשלב  שהצגנו,  בהוכחה   :

הוכחת הטענה שהיה ברצוננו להוכיח. לאחר מכן הוכחנו את הטענה המסוימת ובכך סיימנו 

כלומר צמצום.  יה רדוקצאת מלאכתנו. לצעד כזה קוראים   צעד של רדוקציה אינו רק צעד , 

ב מחשבתי  צעד  אלא  טענה,  בהוכחת  מבחינים   עתפורמלי  אנו  לעתים  ההוכחה.  חיפוש 

אם  יודעים  איננו  שלב,  באותו  אחרת.  מטענה  לנבוע  יכולה  להוכיח  שברצוננו  שהטענה 

הטענה   את  להוכיח  לניסיון  מאמצינו  את  מקדישים  אנו  ולכן  נכונה,  היא  האחרת  הטענה 

אם הדבר עולה בידנו, מוכתר כל המאמץ בהצלחה. דבר זה הוא אופייני לתהליך של  האחרת.  

וטיעונים שונים, עד שמוצאים את הטיעון   כיוונים שונים  חיפוש הוכחה מתמטית: בדיקת 

 המנצח. 

 לכתוב את צעד האינדוקציה ללא צעדי רדוקציה כך: היה ניתן 

 

5nנניח שהטענה מתקיימת עבור    מסוים: ≤

  22n n> 
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1 :2נכפיל את האי־שוויון ב־ 22 2n n+ > 

1 מכאן נקבל:  2 2 2 222 2 5 2 3n n n n n n n nn+ ≥> = + + = + + 

   2 22 1 ( 1)n n n> + + = +  

   ובכך צעד האינדוקציה הושלם. 

 

סרון שלה הוא בהסתרת  יהיתרון של צורת רישום זו הוא בהיותה קצרה ומסודרת יותר. הח

 התהליך המחשבתי שהוביל להוכחה. שתי הדרכים הן לגיטימיות.

 
 30שאלה 

!טבעי מתקיים האי־שוויון   nמצאו, החל מאיזה ערך של   2nn  . הוכיחו את טענתכם.<

 
 

 שיטת האינדוקציה השלמה

ה דרכי  עבור  בכל  הטענה  הוכחת  את  כלל  האינדוקציה  צעד  שהכרנו,  1nאינדוקציה  + ,

 .nבהתבסס על נכונותה עבור 

להוכיח   טענה  כדי  )באינדוקציה  )P n    ערך למעשה    nשבה  אנו  כלשהו,  טבעי  מספר  הוא 

 מוכיחים שורה אינסופית של טענות: 

 (בסיס האינדוקציה). P(1)ראשית, אנו מוכיחים את  

 לאחר מכן, אנו מוכיחים:

 .P(2)אז   P(1)אם 

 .P(3)אז   P(2)אם 

 .P(4)אז   P(3) אם

 

 

ידועה לנו נכונות  P(3). אבל בשלב שבו אנו מוכיחים את  P(2)מתבססת על  P(3)הוכחת  

 .P(2)ו־ P(1)שתי הטענות  

ידועה לנו   P(4). אבל בשלב שבו אנו מוכיחים את  P(3)מתבססת על    P(4)הוכחת  וכן:  

 .P(3)ו־ P,(2)P(1)נכונות הטענות  

את   מוכיחים  שבו  בשלב  )כללית,  1)P n הטענה    + רק  לא  )ידועה  )P n הטענות כל  אלא   ,

,(1)הקודמות:   (2),..., ( )P P P n. 

מי לנצלה. במצבים אלה  כפי שנראה  וכדאי  זו היא שימושית  ד, במצבים רבים אינפורמציה 

הטענה   את  להוכיח  יותר  )קל  1)P n הקודמים   + המקרים  כל  בסיס  על 

(1), (2),..., ( )P P P n  ולא רק על בסיס המקרה האחרון ,( )P n  אינדוקציה . שיטה זו נקראת
 הבא:   עיקרון, ומבוססת על השלמה 

 

 217  התשובה בעמוד   
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 ההאינדוקציה השלמ עיקרון

)תהי  )P n  טענה התלויה במספר טבעיn. 

 אם מתקיימים שני התנאים הבאים:

 נכונה. P(1)א. הטענה  

,(1), אם נכונות הטענות  nב. לכל מספר טבעי  (2),..., ( )P P P n  אז( 1)P n  נכונה. +

)אז הטענה   )P n  נכונה לכלn  .טבעי 

 

 : הערות
 לעתים נוח יותר לנסח את תנאי האינדוקציה השלמה כך: .1

 נכונה. P(1)הטענה  א. 

1nב. לכל מספר טבעי   ,(1), אם נכונות הטענות  < (2),..., ( 1)P P P n )אז  − )P n  

 נכונה.     

 נוסח זה הוא כמובן שקול. 
 

במספר .2 להתחיל  ניתן  השלמה  האינדוקציה  את  גם  הרגילה,  האינדוקציה  שלם    כמו 

). כדי להוכיח טענה  1כלשהו, ולא בהכרח ב־  )P n    עבורn m≥ די להוכיח את הטענה ,

( )P m  ולכל  ,n m>    הטענות שאם  )להוכיח  ), ( 1),..., ( 1)P m P m P n+ אז    − נכונות 

( )P n .נכונה 

 

 במקרים הבאים: האינדוקציה השלמה עיקרוןאת נדגים 

 

 שבירה של טבלת שוקולד  א.

 

שורות. יש    7קוביות שוקולד במערך של    28נתונה טבלת שוקולד מלבנית, המורכבת מ־  

ידי פעולות שבירה, לאורך שורה או עמודה. מה   לפרק את הטבלה לקוביות בודדות על

  המספר הקטן ביותר של פעולות הנדרש לביצוע פעולה זו?
פשוטה    דרך  תחילה  ל־  -ננסה  הטבלה  את  שורה    7לשבור  כל  ולפרק  נפרדות,  שורות 

נדרשות   בודדות.  נפרדות,    6לקוביות  לשורות  הטבלה  את  לפרק  כדי  שבירה  פעולות 

 , נדרשותבסך הכוללוטין. פעולות על מנת לפרק אותה לח 3ועבור כל שורה נדרשות  

  6 7 3 27+ ⋅ = 

אינו   שזה  נוכיח  פעולות?  פחות  לבצע  ניתן  אחרת  בדרך  אולי  אך  זו.  בדרך  פעולות 

 פעולות שבירה. למעשה, נוכיח טענה חזקה יותר: 27אפשרי, ובכל דרך אפשרית יידרשו 
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 טענה 

1nקוביות, נדרשות    nעל מנת לפרק טבלת שוקולד מלבנית בעלת    פעולות שבירה,   −

 בכל דרך שבה נבחר לפרק את הטבלה.

 

 הוכחה 

 נוכיח טענה זו בשיטת האינדוקציה השלמה.  

1nראשית, נוודא שהטענה נכונה עבור    לת שוקולד בעלת קוביה : ואכן, כדי לפרק טב=

0כלומר נדרשות   –יחידה, לא נדרשת אף פעולה  1 1=  פעולות. −

עבור    עבור    nכעת,  נכונה  שהטענה  נניח  כלשהו,  ,1,2טבעי  ,n    נכונה שהיא  ונוכיח 

1nעבור   1kטבעי המקיים    k. הנחת האינדוקציה היא שלכל  + n< 1k, נדרשות  + − 

 קוביות, בכל דרך פעולה אפשרית. kפעולות כדי לפרק טבלת שוקולד מלבנית בעלת  

1nכעת נתבונן בטבלת שוקולד בעלת    ). בכל  קוביות (אין זה חשוב כמה שורות יש בה   +

חלקים  לשני  אותה  הראשונה תפרק  פעולת השבירה  אותה,  לפרק  .  מלבניים   דרך שנבחר 

ב־  הראשון  בחלק  הקוביות  מספר  את  ב־   aנסמן  השני  בחלק  הקוביות  מספר  .  bואת 

1aמכיוון ש־  n< 1bו־   + n< ), נדרשות  + 1)a פעולות כדי לפרק את החלק הראשון   −

)ו־  1)b   בסך הכול פי הנחת האינדוקציה). לכן,  עולות כדי לפרק את החלק השני (על  פ   −

 נדרשות  

   ( 1) ( 1) 1 1 ( 1) 1a b a b n− + − + = + − = + − 
1nפעולות כדי לפרק טבלה בעלת    קוביות.  +

   נו את צעד האינדוקציה, וההוכחה הושלמה.בכך סיימ 

 

 פעולות על מנת לפרק את טבלת השוקולד. 27לפיכך, על סמך הטענה הכללית, נדרשות   

 

 חילוק עם שארית ב.

 

 טענה 

a בצורה aניתן להציג את  מספרים טבעיים. אז  dו־  aיהיו    qd r= + 

,00   הם מספרים שלמים המקיימים:  dו־ qכש־  1dq r≥ ≤ ≤ − 

 נקבעים ביחידות. rו־ qם ייתרה מכך, המספר 

  

שארית.  משמעו  עם  חילוק  תמיד  לבצע  שניתן  היא  הטענה  כבר  ת  זו נתקלנו  בטענה 

 בשיעור הראשון, בלומדנו את הנוסחה
 
 מחולק =מנה שלמה   ×שארית + מחלק   
 

הטענה,    המחולק,    aבמונחי  המחלק,    dהוא  ו־  qהוא  השלמה  המנה  היא   rהיא 

כלומר   מהמחלק,  הקטן  אי־שלילי  מספר  היא  השארית  שלמדנו  כפי  השארית. 

0 1r d≤ ≤ −.  
 

   במניין זה נספרה גם פעולת
 השבירה הראשונה.
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 ם מתקיי 6ב־  20לדוגמה, בחלוקת  


620 3 2= × +


 

 

,20   זובדוגמה   6, 3, 2a d q r= = = =  

  

 בשיטת האינדוקציה השלמה, נוכל להוכיח את הטענה באופן מלא ומדויק. 

 
 הוכחה 

 .aבאינדוקציה שלמה על  rו־  qנוכיח את קיומם של  

1aעבור    1dו־   = 1 , נוכל להציג < 0· 1a d= = + 

,0(כלומר   1q r= = .( 

1aעבור    1dו־   = 1 , נוכל להציג = 1· 0a d= = + 

,1(כלומר   0q r= = .( 

 קיימים את התנאים הנדרשים. מ rו־ qבשני המקרים, ערכי   

  

יהי    2aכעת  עבור    ≤ נכונה  שהטענה  נניח  טבעי.  ,1מספר  2,..., 1a אותה   − ונוכיח 

 .aעבור  

נובע שכל מספר טבעי    a'מהנחת האינדוקציה  a<    ניתן להצגה בצורה'a qd r= + ,

0qמקיימים את התנאים   dו־ qכש־ ≥ ,0 1r d≤ ≤ −. 

 
 נתבונן בנפרד במקרים הבאים: 

aאם   d<0 , אז נוכל להציגq ≥ ,0·a d a= +  

q,0(כלומר   r a=  המבוקשים יתקיימו.  ), והתנאים=
 

aאם   d=1  , נוכל להציג· 0a d= + 

,1(כלומר   0q r=  ), והתנאים המבוקשים יתקיימו. =
 

aאם   d>  נתבונן במספר ,'a a d=  .  0וגדול מ־ a. מספר זה קטן מ־ −

q'0לפי הנחת האינדוקציה, קיימים   ≥ ,0 ' 1r d≤ ≤ 'כך ש־  − ' 'a q d r= +. 

'   לכן:   'a d q d r− = + 

     ' 'a d q d r= + +⇒ 

     ( ' 1) 'a q d r= + +⇒ 

'המספרים   1, 'q q r r= +  מקיימים את הנדרש: =

    , 0, 0 1a qd r q r d= + ≥ ≤ ≤ −  

 .aהנדרשים, לכל  rו־ qבכך הסתיימה האינדוקציה, והוכחנו את קיומם של  

 :aנותר להוכיח את היחידות. נניח אפוא, שקיימות שתי הצגות שונות למספר  

 )0q ≥,0 1r d≤ ≤ −(   a qd r= + 

 )0'q ≥,0 ' 1r d≤ ≤ −(   ' 'a q d r= + 

 המנה  השארית 
 השלמה 
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'   מכאן מתקבל השוויון   'qd r q d r+ = + 

q'בהכרח    q≠  כי אם ,'q q=  ון לעיל נובע שגם  אז מהשווי'r r= ואז שתי ההצגות ,

 הן זהות.

q'נניח, ללא הגבלת הכלליות, ש־  q>:נעביר אגפים ונקבל . 

     ( ') 'q q d r r− = −  

q'מכך ש־   q>  נקבל' 0q q− 'ולכן   < 1q q− q', כי ≤ q−  .הוא מספר שלם 

)   מכאן נובע:   ')q q d d− ≥ 

,מההגבלות על   'r r  :נובע   ' 0 1r r r d− ≤ − ≤ − 

)לכן השוויון   ') 'q q d r r− =  הוא בלתי אפשרי.  −

 הגענו לסתירה, לכן ההנחה שיש שתי הצגות שונות היא שגויה. 

   את יחידות ההצגה.בכך, הוכחנו  

 

 מטענה זו נקבל בפרט:  

2d(עבור   • מהצורה  = הוא  טבעי  מספר  כל   (2m    עבור)m    או 2טבעי)  1m + 

0m(עבור   הם המספרים הזוגיים; כתוצאה מכך,    2mהמספרים מהצורה  שלם).    ≤

2המספרים מהצורה  1m  ־זוגיים. הם המספרים האי +

3d(עבור   • 3טבעי) או  m(עבור  3m) כל מספר טבעי הוא מהצורה = 1m   (עבור  +

0m 3) או שלם ≤ 2m 0mעבור ( +  ). שלם ≤

מחלקות    d, המספרים הטבעיים מתחלקים ל־dבאופן כללי: עבור כל מספר שלם   •

ב־ שלהם  החלוקה  שארית  בין    dלפי  מספר  כל  להיות  יכולה  1dל־   0(שכזכור  − .(

 .מחלקות שאריתמחלקות אלה נקראות 

 

 פירוק לגורמים ראשוניים ג.

 

 ועצמו. 1אם המחלקים הטבעיים היחידים שלו הם  ראשוני נקרא  1מספר טבעי גדול מ־ 

מ־  גדול  נקרא    1מספר טבעי  ראשוני  פריק הוא בהכרח מכפלה של פריקשאינו  . מספר 

 . 1שני מספרים טבעיים גדולים מ־

  חשב לראשוני ולא לפריק.אינו נ  1המספר  

ב־  13לדוגמה,    רק  לעומתו,    1הוא מספר ראשוני: הוא מתחלק  אינו מספר   12ובעצמו. 

3, ובהתאם לכך ניתן להצגה כ־3ראשוני. הוא מתחלק ב־  4⋅. 

   

זאת כעת). סדרת המספרים   (לא נעשה  יש אינסוף מספרים ראשוניים  כי  ניתן להוכיח 

 :הראשוניים (המסודרים בסדר עולה) מתחילה כך

   2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...  

 

   נניח.. ללא הגבלת הכלליות" הוא"
שאנו  ההנחה  שמשמעותו:  ביטוי 
הכלליות  את  מגבילה  אינה  מניחים 
הנחנו   שלפנינו,  במקרה  הטיעון.  של 

q'ש־  q>  כי אפשרית  זו  הנחה   .
ההפוך,   במקרה  q'הטיעון  q> ,

הנוכחי  למקרה  מהטיעון  מתקבל 
ובין    q'ל־  qבהחלפת תפקידים בין  

r  ל־'r . 
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 בשיטת האינדוקציה השלמה נוכיח את הטענה הבאה:
 

 טענה  

1nהוא מכפלה של מספרים ראשוניים. כלומר, לכל    1כל מספר טבעי גדול מ־  , קיים  <

1ומספרים ראשוניים   ,rמספר טבעי   2, ,..., rp pp 1, כך ש־ 2... rn p p p=. 
 

 הוכחה 

על    שלמה  באינדוקציה  הטענה  את  מ־.  nנוכיח  האינדוקציה  את  2nנתחיל  הוא   2.  =

(כלומר   בה  היחיד  הגורם  שהוא  למכפלה  שווה  וככזה  ראשוני,  1rמספר  בביטוי    =

1 2... rn p p p=.(  .מכפלה כזו מקיימת את הנדרש, כי הגורם היחיד בה הוא ראשוני 

יהי    מ־ nכעת,  גדול  טבעי  המספרים .  2מספר  כל  עבור  נכונה  שהטענה  נניח 

2,3,..., 1n 1. כלומר, שכל מספר  − k n<  וניים. הוא מכפלה של ראש >

הוא ראשוני, אז כמו שראינו קודם, הוא שווה למכפלה בעלת גורם יחיד (המספר    nאם   

אחרת,  nהראשוני    .(n    לבטא וניתן  פריק,  מספר  nהוא  ab= כש־  ,1 a n< <  

1ו־ b n< <. 

המספרים    האינדוקציה,  הנחת  ניתנים    bו־   aלפי  ולכן  ראשוניים,  של  מכפלות  הם 

 לביטוי באופן הבא: 

     1 2... ra p p p= 

     1 2... sb q q q= 
 

1הם מספרים טבעיים, והמספרים  sו־ rכש־  2 1 2, ,..., , , ,..., srp p p q q q  .הם ראשוניים 

 נכפיל את שני השוויונות: 

   1 2 1 2... ...r sab p p p q q q= 

nלכן גם   ab=  .הוא מכפלה של מספרים ראשוניים   

 

לגורמים ראשוניים הוא  שהפירוק של מספר  (ולא נעשה זאת כעת)  : ניתן להוכיח  הערה  

ראשוניים,   לגורמים  פירוקים  שני  יש  אם  כלומר,  הגורמים.  סדר  שינוי  כדי  עד  יחיד, 

1 2 1 2... ...r sa p p p q q q= אז  =  ,r s=    1וההצגה 2... ra q q q=    מההצגה מתקבלת 

1 2... ra p p p= .על ידי שינוי סדר הגורמים במכפלה 

של    הפירוק  קיום  הטענות:  שתי  מ־שילוב  גדול  טבעי  ראשוניים,    1מספר  לגורמים 

 ויחידותו של פירוק זה, נקרא 'המשפט היסודי של האריתמטיקה'.

 

 פירוק לגורמים ראשוניים של כמה מספרים טבעיים:ה הנה, לדוגמה,  
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 בשאלות הבאות נתרגל הוכחות באינדוקציה שלמה.
 

 31שאלה 

קופסאות. החברה אינה    5קופסאות או    3חברת 'תה בע"מ' מספקת שקיקי תה במארזים של  

הוכיחו   תה.  קופסאות  של  מסוים  מספר  להזמין  מעוניין  לקוח  בודדות.  קופסאות  מוכרת 

יקת על ידי , אז ניתן לספק את הכמות המדו8שאם מספר הקופסאות המבוקש הוא לפחות  

 צירוף של מארזים. 

 
 32שאלה 

 אצ'י הם מספרים טבעיים.הוכיחו שכל מספרי פיבונ

 
 33שאלה 

1נגדיר סדרה   2 3, , ,...a a a  :באופן הבא 

1 1a 1 טבעי:  n, ולכל =
1

n i

n

i
a a

=
+ = ∑ 

2n(הנכונה לכל מצאו נוסחה לאיבר הכללי של הסדרה   ). הוכיחו את טענתכם.≤

 
 

 5סיכום שיעור 

 מספר גדול יחסית של מושגים חדשים:בשיעור זה התוודענו אל 
 

 סדרות ודרכים להגדרתן  •

 אומטריות (נוסחת האיבר הכללי והסכום)יסדרות חשבוניות וג •

 סימן הסכימה המרובה, סימן המכפלה המרובה •

 אינדוקציה; אינדוקציה החל ממקום מסוים; אינדוקציה שלמה  •

 ת של מספרים שלמיםהתחלקו •

 נוסחת הבינום •
 

שלמים.  מספרים  בהן  שמעורבים  טענות  להוכחת  עוצמה  רב  ככלי  התגלתה  האינדוקציה 

בשאלות להערכה עצמית שבעמודים הבאים יש דוגמאות רבות לשימושים של האינדוקציה, 

 והזדמנויות לתרגול כלל הנושאים שבשיעור זה.
 

בפ יותר מאלה שבפרקים הקודמים,  אם אתם חשים שהנושאים  זה מתקדמים  יסוד  רק  יש 

לתחושה זו. מטבעו של קורס זה, ההתקדמות היא מהירה, ולפתע המתמטיקה פורשת בפנינו 

קשת של גוונים ואפשרויות. המפתח להכרה טובה של נושאים אלה הוא, כמו תמיד, תרגול 

שבשי מהשאלות  שיותר  כמה  עם  להתמודד  נסו  לכם,  מתיר  שהזמן  ככל  זה וחזרה.  , עור 

ולהתעמק בתכניו ת. במקרה שולחזור  לכם, אל  מובן  אינו  פלו ינושא מסוים מתוך המכלול 

אליו ברוחכם.   לחזור  תוכלו  תמיד  בקורס.  בהתקדמות  ולהמשיך  בצד,  אותו  לשים  מוטב 

 בעתיד. 

   האיברים  = פיבונאצ'י  מספרי 
הוגדרה   זו  סדרה  פיבונאצ'י.  בסדרת 

 .25בעמוד 
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 שאלות להערכה עצמית
 

 34שאלה 

,1000 נתונה הסדרה החשבונית:  985, 970, 955, ... 

 כתבו את נוסחת האיבר הכללי בסדרה.  א.

 כמה איברים חיוביים יש בסדרה? ב.

 מצאו את סכום כל האיברים החיוביים שבסדרה. .ג

 
 35שאלה 

 את הסכומים:חשבו 

 א.
10

1

5
3i

i=
∑   

0 ב. 1 2 3 4 102 2 2 2 2 ... 2− + − + − + 

בת   ג. הנדסית  סדרה  הוא    5סכום  הראשון  שאיברה  הוא    1איברים,  האחרון    .2ואיברה 

 הניחו שכל איברי הסדרה חיוביים. 

 
 36שאלה 

1תהי  2 3 100, , ,...,a a a a 1המקיימת: רה חשבונית סד 4a = ,7d =. 

 חשבו את סכום הסדרה.  א.

)חשבו את הסכום:  ב. )
100

1
1

i

i
ia

=
−∑. 

 הדרכה: רשמו כמה מהמחוברים הראשונים בסכום באופן מפורש. 

 
 37שאלה 

 הוכיחו:

 א.
2

3

1

( 1)
2

n

i

n ni
=

+ =  
 

∑ 

 ב.
1

1 11
( 1) 1

n

i i i n=
= −

+ +∑ 

) ג. )
1

2

0

2 2
2

n n
i i

n

i

a
a b

ba b
−

=

−+ =
a(בהנחה ש־ ∏− b≠( 

1 ד.

0

1( )
n

n i i n n

i
a b a b ba +

=

− +− = −∑ 
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 38שאלה 

 טבעי:  nהוכיחו, לכל 

1 א. ( 1)3 | 2n n+ + − 

6 ב. | 5 2 3n n n− − 

55 ג. | n n− 

 
 39שאלה 

 בשאלה זו נוכיח את הנוסחה הבאה לאיבר הכללי בסידרת פיבונאצ'י:

  
2

1 1 5 1 5
5 2

n n

nF
    + −       

=
 

− 

1nודאו שהנוסחה מתקיימת עבור   א. 2nו־ = =. 

2מקיים   αהוכיחו שאם מספר ממשי   ב. 1α α= 3nאז לכל   +  מתקיים: ≤

     1 2n n nα α α− −= + 

2פתרו את המשוואה  ג. 1x x= +. 

1נגדיר סדרה   ד. 2 3, , ,...G GG :לפי הנוסחה    

  
2

1 1 5 1 5
5 2

n n

nG
    + −       

=
 

− 

1הוכיחו כי   2 1G G= 3n, ולכל = 1מתקיים  ≤ 2n n nG G G− −= +. 

nהסיקו כי  ה. nF G=  לכלn. 

 
 40שאלה 

 הוכיחו את הכללים הבאים, לגבי מספרים טבעיים:

 זוגי + זוגי = זוגי א.

 ־זוגי זוגי + אי־זוגי = אי ב.

 אי־זוגי + אי־זוגי = זוגי  ג.

 מספר כלשהו = זוגי  ×זוגי   ד.

 אי־זוגי = אי־זוגי ×אי־זוגי   ה.

 ).40מקיום חילוק עם שארית (בעמוד הדרכה: התבוננו במסקנות 

 
 41שאלה 

1סדרת פיבונאצ'י  התבוננו באיברי   2 3 ., , , ..F F F    ונסו לקבוע עבור איזה ערכיn  ,nF   הוא

 זוגי. לאחר שניסחתם את השערתכם, הוכיחו אותה.
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 42שאלה 

1יהיו   2, ,..., na a a :מספרים ממשיים. הוכיחו באינדוקציה 

 א.
1 1

n n

i
i

i
i

a a
= =

≤∑ בשיעור  ∑ שהכרנו  המשולש  אי־שוויון  של  הכללה  (זו  היעזרו 4.   .

 באי־שוויון זה). 

,  אי־שליליים iaאם כל המספרים  .ב
1 1

n n

i
i

i
i

a a
= =

≤∑  ).4בשיעור  35(היעזרו בשאלה  .∑

 
 43שאלה 

 טבעי. הוכיחו: מספר nיהי  

0aאם  א. b> 0nאז    ≤ na b> ≥ . 

,0אם  ב. 0a b≥ nו־ ≤ na b=  אזa b=. 

0aאם  ג. b> nאז   ≤ na b>. 

 ללא הוכחה.  4הערה: הטענות בסעיפים א ו־ג צוינו בשיעור 
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 6 שיעור
 פונקציות

 

 

המודרנית:   במתמטיקה  מרכזי  מושג  נכיר  זה  היא הפונקציה בשיעור  זה  מושג  של  מהותו   .

 ניתוח יחסי ההשפעה והתלות בין גורמים שונים בעולם הממשי והאבסטרקטי. 
 

מה ידיעה  מצב שבו גורם אחד קובע גורם שני, הוא מצב שבו ידיעת הגורם האחד גוררת ע

 של הגורם הראשון. פונקציה הוא של הגורם השני. במצב כזה נאמר שהגורם השני 
 

 נתבונן, לדוגמה, ברשימה הבאה של תלמידים בכיתה ח: 
 

 צבע עיניים שם משפחה  שם פרטי מס' סידורי 

 חום מוסקוביץ מרים 1

 ירוק כהן  רונן 2

 חום תורג'מן  מרים 3

 ירוק כהן  בתיה 4

 

 במקרה זה נוכל לקבוע כי: 
 

 .נקציה של המספר הסידוריהשם הפרטי הוא פו א.

מהו   נישאל  אם  לדוגמה,  הפרטי.  השם  של  ידיעה  גוררת  הסידורי  המספר  ידיעת  ואכן, 

 בטבלה, נוכל להשיב בוודאות: רונן. 2השם הפרטי של תלמיד מס'  

 נוכל לייצג את הקשר בין המספר הסידורי לשם הפרטי בדיאגרמה הבאה: 

 

 
 

 –דים בכיתה, ובצד הימני  בצד השמאלי מוצגת קבוצת המספרים הסידוריים של התלמי 

קבוצת השמות הפרטיים של התלמידים בכיתה. החיצים מקשרים בין כל מספר סידורי  

 לשם הפרטי המותאם לו.

קשר    מאפיין  זה  מצב  ויחיד.  אחד  חץ  יוצא  השמאלי  בצד  מספר  שמכל  לב  נשים 

 י בין שני גורמים. פונקציונל
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 .ם הפרטיהמספר הסידורי אינו פונקציה של הש ב.

אכן, ידיעת השם הפרטי לא תמיד טומנת בחובה את ידיעת המספר הסידורי. אם נישאל  

 –"מה המספר הסידורי של מרים?", לא נוכל להשיב בוודאות, שהרי יש שתי אפשרויות  

 (מרים תורג'מן).  3(מרים מוסקוביץ) או  1

 
 1שאלה 

 ביחס לנתונים שבדוגמה לעיל,

 חה הוא פונקציה של השם הפרטי?האם שם המשפ א.

 האם צבע העיניים הוא פונקציה של השם הפרטי? ב.

 האם צבע העיניים הוא פונקציה של שם המשפחה? ג.

 האם המספר הסידורי הוא פונקציה של צבע העיניים?  ד.

 ידורי?האם צבע העיניים הוא פונקציה של המספר הס ה.

 במקרים שבהם התשובה היא 'כן', ציירו דיאגרמה מתאימה.

 

 נעבור להגדרה המתמטית של מושג הפונקציה.

היא כלל המתאים   B  לקבוצה   A  פונקציה מהקבוצה קבוצות כלשהן.  הן    Bו־  Aנניח ש־

 .Bאיבר מסוים, אחד ויחיד, בקבוצה  Aלכל איבר של  

הבחירה הנפוצה ביותר לסימון .  על ידי אותיות  ותבדומה למשתנים מספריים, נסמן פונקצי

 פונקציה. – functionאשונה במילה האנגלית  רהאות ה , שהיאf  פונקציה היא האות

 , נשתמש בסימון הבא:  Bלקבוצה  Aהיא פונקציה מהקבוצה  fעובדה ש־ כדי לציין את ה

  :f A B→ 

 . fם ההגדרה של  חות או, fתחום הפונקציה נקרא   Aלקבוצה 

 .fטווח הפונקציה נקרא   Bלקבוצה 

)כך:    f, נסמן את האיבר המותאם לו על ידי הפונקציה  Aבקבוצה    aבהינתן איבר   )f a .

 .a־ב  fערך הפונקציה . איבר זה נקרא aשל  fבלשון הדיבור נבטא זאת כך:  

 כמים באיור הבא: ומושגים אלה מס
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f:כדי לוודא שפונקציה  A B→ :מוגדרת כהלכה, יש לוודא את הדברים הבאים 

), מוגדר הערך Aבקבוצה  aלכל איבר   א. )f a. 

), Aבקבוצה  aלכל איבר   ב. )f a  הוא איבר של הקבוצהB. 

a(בסימוני תורת הקבוצות: לכל    A∈  מתקיים( )f a B∈.( 
 

 הנה כמה דוגמאות לפונקציות: 

 ). 1בדוגמה שבה פתחנו, צבע העיניים הוא פונקציה של השם הפרטי (ראו שאלה  א.

A}מרים, רונן, בתיה{במקרה זה, אם נסמן    ירוק {ו־   = B}חום,  , אז צבע העיניים  =

f:נתון על ידי הפונקציה  A B→המוגדרת כך , : 

(ירוק    ,בתיה= (f ירוק) ,רונן= (fחום)  f)מרים=
 על ידי דיאגרמת החיצים הבאה: fנוכל לייצג את  
 

 
 

f:קבוצת המילים בשפה העברית המופיעות בספר זה, ונגדיר  Aתהי  ב. A →   :כך 

aלכל   A∈ ,( )f a= מספר האותיות במילהa. 

 מוגדרת היטב. fמספר האותיות שבכל מילה הוא מספר טבעי, ולכן הפונקציה  

 לדוגמה, מתקיים: 

    ) ( 'תהי'=3 6, (f=  'לדוגמה', (f)  f)'פונקציה'=7
 

f:כעת נתבונן בפונקציה  ג. →   :המוגדרת כך 

xלכל     ∈ , 2( ) 1f x x= +   

משמשת כתחום    היא קבוצת המספרים הממשיים. במקרה זה, הקבוצה    נזכיר, כי   

 הפונקציה, וגם כטווח הפונקציה.

הביטוי    xלכל    2ממשי,  1x זה   + מספר  מספר ממשי.  והוא  ויחיד,  אחד  באופן  מוגדר 

), כלומר xב־ fהוא ערך הפונקציה  )f x. 

 לדוגמה: 

  2 2(1) 1 1 2 (2) 2 1 5f f= + = = + = 

  ( ) ( ) 9
2 1

21 11 3 12 2
3 3

1f f    = + = − = − + =   
   

 

 

הפונקציה    הקבוצה    את  לייצג  נוכל  לא  ולכן  אינסופית,  דיאגרמת    fהיא  ידי  על 

 באופן גרפי. fסוג של החיצים. בהמשך נלמד איך בכל זאת ניתן לייצג פונקציות מ
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 2שאלה 

 קבעו בכל אחד מהמקרים אם הגדרת הפונקציה היא תקינה:

תהי    Aתהי   א. דירות.  בנייני  הם  בו  המבנים  שכל  ברחוב  הבניינים  קבוצת    Bקבוצת 

f:הדירות ברחוב זה. נגדיר פונקציה   A B→  :באופן הבא 

aלכל     A∈ ,( )f a  היא דירה בבנייןa. 

g:בנתוני הסעיף הקודם, הפונקציה   ב. B A→   :מוגדרת כך 

bלכל     B∈ ,( )g b הבניין שבו נמצאת הדירה =b. 

f: ג. →   מוגדרת על ידי הנוסחה( ) 3f a a= −. 

f: ד. →   מוגדרת על ידי הנוסחה( ) 2f a a=. 

 
 3שאלה 

f:הפונקציה  →  :3 נתונה על ידי הנוסחה( ) 2f x x x= − 

,(1)חשבו את   (2), (3)f f f. 

 
 

 פונקציות ממשיות 

זה נקראות  זה נתמקד בפונקציות המקשרות בין מספרים ממשיים. פונקציות מסוג  בקורס 

מספרים  של  קבוצות  הם  שלהן  והטווח  שהתחום  בכך  מתייחדות  והן  ממשיות,  פונקציות 

 ממשיים. 
 

)3הפונקציה   ) xf x x= בשאלה    − התחום    3שראינו  כזו.  לפונקציה  דוגמה  היא  לעיל 

Aוהטווח שלה הם קבוצת המספרים הממשיים כולה, כלומר,  B= = . 
 

ולכן יש להן  הפונקציות הממשיות מאפשרות לבטא ולחקור יחסים בין משתנים ממשיים, 

 חשיבות רבה בכל ענפי המדע. הנה כמה דוגמאות לכך: 
 

הנזרק  כדור  טיול,  במסלול  אדם  כביש,  על  (מכונית  ישר  קו  פני  על  הנע  בגוף  נתבונן  א. 

 במסלול אנכי, וכן הלאה).  
  

מספר    ידי  על  לבטאו  וניתן  במדויק,  מוגדר  הישר  על  הגוף  של  מיקומו  נתון,  רגע  בכל 

 :xממשי, 
 

  
  

 

ניתן לביטוי כמספר    חלפו החל מרגע התחלתי  ממשי (למשל מספר השניות שגם הזמן 

 . tמסוים). נסמן מספר זה ב־ 
 

)לבטא    . ניתןtהוא פונקציה של    x, ולכן,  xקובע את ערכו של    tערכו של    )x f t= ,

 מקבלת ומחזירה מספרים ממשיים, כלומר, היא פונקציה ממשית. fוהפונקציה  
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בכלכלה, ניתן לנתח את השינויים במחיר של מוצר מסוים או מניה מסוימת על ידי הצגת  ב.

)המחיר כפונקציה של הזמן,  )P f t=. 
 

2Eהמשוואה המפורסמת  ג. mc=   מבטאת את האנרגיה הגלומה באטומים של חומר בעל

זו, המספר  mמסה   במשוואה   .c   ולכן האנרגיה המייצג את מהירות האור,  קבוע  הוא 

)נקבעת כפונקציה של המסה:  )E f m=,   2כאשר( )f m mc=. 
 

לפונקציות הממשיות יש חלק חשוב במתמטיקה עצמה, בהיותן כלי לתיאור של תופעות   ד.

סוגים   נכיר  הקורס  במהלך  את  שונים  מתמטיות.  לנתח  איך  ונלמד  פונקציות  של 

 תכונותיהן. 

 
 

 שימוש בתבניות מספר להגדרת פונקציות 

תבנית   השני,  בשיעור  שלמדנו  ופעולות, כפי  מספרים  משתנים,  המערב  ביטוי  היא  מספר 

 שניתן להציב בו ערכים מספריים עבור המשתנים ולקבל תוצאה מספרית. 
 

פונקציות. של  להגדרה  נפוצה  דרך  הן  אחד  משתנה  בהן  שמופיע  מספר  לדוגמה,   תבניות 

2הביטוי   1x  , המגדירה את הפונקציה  xהוא תבנית מספר במשתנה  +

  2( ) 1f x x= +. 

2כעת נתבונן בביטוי הבא:   x−  ביטוי זה הוא תבנית מספר, שניתן להציב בה ערכי .x 

2שעבורם   0x− 2xהמקיים   x, כלומר כל  ≤ ≤. 
 

}שתחום הגדרתה הוא הקבוצה    fתבנית זו מגדירה אפוא פונקציה   }| (2 , 2]x x = −≤ ∞ ,

ממשיים.  מספרים  הם  הפונקציה    וערכיה  את  :,קיבלנו  ( 2]f ∞− →    ידי על  המוגדרת 

)הנוסחה  ) 2f x x= −. 
 

פונקציה   ולהגדיר  להצטמצם  :ניתן  [0,1]g →     :הביטוי אותו  )לפי  ) 2g x x= − .

 בכך שיש לה תחום הגדרה אחר.  fשונה מהפונקציה  gהפונקציה 
 

פונקצ למשל  נגדיר  הפונקציה:  טווח  את  לשנות  גם  :יה  ניתן  [0,1] [0, )h → אותו    ∞ לפי 

)הביטוי,   ) 2h x x= 2. דבר זה אפשרי כי ערכי הביטוי  − x−  .הם תמיד אי־שליליים 
 

דוגמאות אלה מראות שיש דרכים רבות לבחור את התחום והטווח של פונקציה המוגדרת  

בנית מספר. אך בכל מקרה שבו לא צוין אחרת, נניח כי תחום ההגדרה הוא התחום  על ידי ת

ביות בביטוי, הרחב  המשתנה  של  החוקיות  ההצבות  כל  קבוצת  כלומר  הביטוי,  שמאפשר  ר 

 וטווח הפונקציה הוא קבוצת המספרים הממשיים כולה. 

)1 לדוגמה, בהינתן הפונקציה  )
1

f x
x

=
−

 

1x־ים שעבורם xת כל ה־ תחום הפונקציה הוא קבוצ \, כלומר הקבוצה ≠ {1} . 

 .כאמור, טווח הפונקציה הוא 

: לכן:  \ {1}f →  
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 4שאלה 

 הבאות:  מצאו את תחום ההגדרה של כל אחת מהפונקציות

) א. ) 1f x x= + 

)1 ב. )
(2 1)

f x
x x

=
−

 

) ג. ) 1x xf x = − + 

 
 5שאלה 

 בדקו לגבי כל פונקציה אם היא מוגדרת היטב: 

: א. [6,8] [0,1]f → ,( ) ( 6) 2f x x= − 

: ב. (0,1) (1,8)f → ,( ) 8 1f x x= + 

:, ג. ( 1]f → −∞ ,2( ) 1f x x= − 

:] ד. 0, )f → ∞ ,2( 1) 2f x xx −= + 

 
 

 מערכת הצירים הקרטזית

 בעמודים הבאים נלמד איך ניתן לייצג פונקציות ממשיות באופן גרפי.  
 

על   נלמד  יתאפשר,  שהדבר  הקרטזיתכדי  הצירים  המתמטיקאי  מערכת  של  המצאתו  פרי   ,

 ). René Descartes, 1596-1650הצרפתי רנה דקארט (
 

והג האלגברה  היו  דקארט  של  להמצאתו  עסק  יעד  האחד  נפרדים.  תחומים  אומטריה 

 בצורות במישור, כגון ישר ומעגל.   –במספרים, משתנים ופעולות ביניהם, והשני 
 

א דקארט  של  הגאונית  ובכהמצאתו  התחומים,  שני  בין  לקשר  פעמיים: פשרה  להרוויח  ך 

אומטריות באמצעים אלגבריים, ולאפשר את הצגתם של יר את פתירתן של בעיות גלאפש

 ומשוואות אלגבריות כצורות במישור. ביטויים אלגבריים
 

. yוציר ה־  xמערכת הצירים הקרטזית בנויה משני צירים ניצבים במישור, הקרויים ציר ה־ 

על כל אחד מהצירים נסמן את המספרים השלמים, כפי שעשינו בעבר לגבי ציר המספרים  

 הממשיים. 
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 כעת נעביר ישרים מקבילים לצירים דרך הנקודות שסומנו, ונקבל מעין דף משובץ אינסופי.

זוג מספרים שלמים,   נקודת המפגש של 0yו־  0xכל  על פני המישור:  יחידה  נקודה  , קובע 

 0y), והישר היוצא מהנקודה  y(ומקביל לציר ה־ xעל פני ציר ה־  0xהישר היוצא מהנקודה 

). נסמן את הנקודה המתקבלת, וגם את זוג המספרים x(ומקביל לציר ה־  yשעל פני ציר ה־

0עצמו, כך:   0( , )x y. 

 

 
 

 באיור הבא מסומנות כמה נקודות במישור בשיטה זו.

 

 
 

להיות מספרים שלמים.   0yו־  0xאין סיבה מיוחדת להגביל את ערכי  

,1.3)הנה, למשל, הנקודה  1.7): 
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0ראינו כיצד זוג מספרים ממשיים   0( , )x y   קובע נקודה במישור הקרטזי. באופן הפוך, נוכל

נקודה   בהינתן  מספרים.  זוג  במישור  נקודה  לכל  ישרים    pלהתאים  דרכה  נעביר  במישור, 

 xעם ציר ה־   y. נקודת המפגש של הישר המקביל לציר ה־yולציר ה־  xמקבילים לציר ה־

יחיד. מספר זה נקרא  xהיא נקודה על ציר ה־  (או   x  קואורדינטת, המגדירה מספר ממשי 

עם ציר    x. באופן דומה, נקודת המפגש של הישר המקביל לציר ה־pשל הנקודה  )  x  שיעור

ה־  yה־ ציר  על  נקודה  קואורדינטת  yהיא  הנקרא  יחיד  ממשי  מספר  המגדירה   ,y    או)

 .  pשל הנקודה ) yשיעור 
 

0יש אפוא התאמה דו־כיוונית בין זוגות   0( , )x y   .של מספרים ממשיים לבין נקודות המישור

 להתאמה כזו קוראים במתמטיקה 'התאמה של אחד לאחד'.  
 

 6שאלה 

 סמנו את הנקודות הבאות במערכת הצירים הקרטזית: 
  (0,0), (0.5,0), ( 1,0), (1,2), (2,1), ( 2, 2), (1, 2)− − − − 
 
 

 ייצוג גרפי של משוואות בשני משתנים

. משוואה כזו מבטאת קשר מסוים בין yו־  xנניח שנתונה לנו משוואה מסוימת במשתנים  

 שני המשתנים. באמצעות מערכת הצירים הקרטזית, נוכל להציג קשר זה באופן גרפי.

הזוגות   באוסף  0נתבונן  0( , )x yמיוצ כזה  זוג  כל  מתקיימת.  המשוואה  שעבורם  במישור ג  , 

ג (המסומנת  נקודה  ידי  על  כ־הקרטזי  0ם  0( , )x y המתקבלות הנקודות  כל  את  נחבר  אם   .(

 בדרך זו, נקבל צורה במישור המתארת את המשוואה.
 

2  לדוגמה, אם נתונה המשוואה  2 1x y+ = 

(הנקראת גם ראשית    (0,0)סביב הנקודה    1אוסף הנקודות שמתקבל הוא מעגל בעל רדיוס  

 הצירים):
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0כל נקודה על המעגל מתאימה לזוג מספרים  0( , )x y  :2המקיים 2
0 0 1x y+ = . 

0פך: כל זוג מספרים ולה 0( , )x y  2המקיים 2
0 0 1x y+  מגדיר נקודה על המעגל.  =

4 דוגמה נוספת: באיור הבא מוצגים פתרונות המשוואה 2 2 0xx y+ =− 
 

 
 

 ). Lemniscate( למניסקטה צורה זו נקראת  

לזוגות מספרים  במישור מתאימות  נקודות  דקארט,  הייצוג של  בשיטת  לראות,  כפי שניתן 

בשיעור   משתנים.  בשני  למשוואות  מתאימות  במישור  וצורות  אומטריה  י(ג  10ממשיים, 

 אנליטית) נלמד יותר על קשר זה.

 
 

 גרף של פונקציה 

)נניח שנתונה לנו פונקציה  )f x:נתבונן במשוואה . ( )y f x= 
 

 .f  הגרף של הפונקציה אומטרית המתאימה למשוואה זו נקראת יהצורה הג
 

מהנקודות בנויה  זו  0  צורה  0( , )x y    מתקיים 0שעבורן  0( )y f x= הפונקציה גרף  כלומר,   .

)הוא אוסף הנקודות מהצורה   , ( ))x f x  עבור כל ,x  בתחום ההגדרה שלf. 

 

 
 

ולקשר שהיא מגדירה   fתה של הפונקציה  שה ויזואלית למהומחהגרף של פונקציה נותן ה

 .yו־ xבין המשתנים 
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)נתבונן, לדוגמה, בפונקציה  ) 1f x x= −. 

בפונקציה   נציב  0xאם  נקבל את הערך  =  ,( ) 1y f x= = לפיכך הנקודה  −  .(0, היא   −(1

 חלק מגרף הפונקציה.

 

 ולקבל נקודות על הגרף: xנמשיך להציב ערכים של 
 

 נקודה על הגרף מתאים yערך   xערך  

0.5 (0.5) 0.5f = − (0.5, 0.5)− 
1 (1) 0f = (1, 0) 

1.5 (1.5) 0.5f = (1.5, 0.5) 

2 (2) 1f = (2,1) 

 

  -נציג את הנקודות שקיבלנו במישור הקרטזי 
 

 
 

ערכי  את  לחשב  שנוסיף  ככל  אחד.  ישר  קו  על  נמצאות  במישור  שהתווינו  הנקודות  כל 

חדשים, ייתוספו נקודות על הישר. גרף הפונקציה הוא הקו הישר    xהפונקציה עבור ערכי  

 כולו:
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נקודה בכל  הפונקציה,  ערכי  את  לשחזר  נוכל  הפונקציה  עבור    x  מגרף  למשל,  נתונה. 

1.3x . נעביר דרכה ישר מקביל x, נציין את הנקודה המתאימה למספר זה על פני ציר ה־ =

ה־ נקודת המפגש של ישyלציר  ונמצא את  נעביר  ,  גרף הפונקציה.  עם  זה  זו ר  נקודה  דרך 

ה־ לציר  ה־xישר המקביל  ציר  עם  נקודת החיתוך שלו  ונמצא את   ,y זו מתאימה נקודה   .

1.3xבנקודה  fלמספר ממשי, השווה לערך הפונקציה   .0.3, כלומר, המספר =

 

 
 

 7שאלה 

)1 נתונה הפונקציה:  )
2

f x x= +  

הנקודות   את  הקרטזי  במישור  )התוו  , ( ))x f x    הערכים 0,1,2,3,4,5xעבור  התוכלו =  .

 לנחש מהו גרף הפונקציה?
 

 8שאלה 

 בעלת הגרף הבא:  fנתונה פונקציה 
 

 
 

)מצאו את הערכים   1), (0), (1), (2), (3)f f f f f−. 
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 9שאלה 

 שנים: 5הגרף הבא מציג את מחירו של מוצר מסוים כתלות בזמן, בתקופה של 
 

 
 

 מה היה מחירו ההתחלתי של המוצר? א.

 מה קרה למחיר המוצר בשנתיים הראשונות? ב.

 ה השלישית?מחיר המוצר בשנלמה קרה  ג.

 מה קרה למחיר המוצר בשנים הרביעית והחמישית? ד.

 מתי היה מחיר המוצר הגבוה ביותר לתקופה זו? ה.

 

מושג את  ועל    ימשהכרנו  פונקציות,  של  שונים  סוגים  על  ללמוד  נעבור  והגרף,  הפונקציה 

 הגרפים שלהן.

 
 

 פונקציות קבועות 

)הו. הפונקציה  משי כלשמספר מ  Cיהי   )f x C=    ערך הפונקציה פונקציה קבועה נקראת .

 .x: הוא אותו המספר עבור כל ערכי xאינו תלוי כלל ב־

 

 התוכלו לקבוע כיצד נראה הגרף של פונקציה קבועה?
 

)נתבונן, לדוגמה, בפונקציה  ) 3f x = . 

מתקיים    0xלכל   )0ממשי,  ) 3f x ולכן  =  ,0( ,3)x   אוסף הפונקציה.  גרף  על  נקודה  היא 

 הנקודות מסוג זה נראה כך: 
 

 
 

 .(0,3)בנקודה  y־, הנפגש עם ציר הxהגרף הוא קו ישר, מקביל לציר ה־
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)באופן כללי: גרף הפונקציה הקבועה   )f x C=  הוא קו ישר, מקביל לציר ה־x הנפגש עם ,

,0)בנקודה  yציר ה־ )C. 

 

 
 
 

 פונקציות לינאריות 

) פונקציה לינארית היא פונקציה מהצורה )f x ax b= + 

 שהם מספרים ממשיים קבועים. bו־  aעבור  

 

 הפונקציות הבאות הן דוגמאות לפונקציות לינאריות:

• ( )f x x= )1, 0a b= =( 
• ( ) 2 1f x x= + )2, 1a b= =( 
• ( ) 3 2f x x= − )2, 3= − =a b( 
• ( )f x C= )0,a b C=  כלומר, כל פונקציה קבועה היא לינארית. –) =
 

 כיצד נראה הגרף של פונקציה לינארית?

 

הפונקציות   של  שהגרפים  לעיל  בדוגמאות  )ראינו  ) 1f x x= )ו־  − )( ) 1 2f x x= הם   +

 וים ישרים. כמו כן, ראינו שהגרף של כל פונקציה קבועה הוא קו ישר.וק

 

 תופעה זו נכונה באופן כללי (ולא נוכיח זאת): 
 

 ישר.  הגרף של כל פונקציה לינארית הוא קו
 

לינארית')   'משוואה  (ובדומה,  לינארית'  'פונקציה  השם  מקור  את  מסבירה  זו    –תופעה 

זה  הלטינית    שם  מהמילה  ו   lineaנגזר  ישר,  קו  המילה  ש שמשמעותה  נגזרה  ממנה 

 . lineהאנגלית  
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 כמה דוגמאות לפונקציות לינאריות והגרפים שלהן: באיורים הבאים מוצגות

 

 
 

 : 2xו־  1xחשב את ערכיה בשתי נקודות,  כדי לשרטט את הגרף של פונקציה לינארית, די ל

  1 1 2 2( ), ( )y f x y f x= = 

)באופן זה נקבל שתי נקודות על גרף הפונקציה,  )1 1,x y ו־( )2 2,x y  לא נותר אלא להעביר .

 ר זה הוא גרף הפונקציה.שר דרך שתי נקודות אלה; ישקו י

 

 

File #0005911 belongs to Rhys Golden Manasherov-  do not distribute

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 61     : פונקציות6שיעור 

 10שאלה 

)שרטטו את גרף הפונקציה  ) 2 1.5f x x= 22, בתחום − x− ≤ ≤. 

 

)על גרף הפונקציה הלינארית   bו־  aנבחן את השפעתם של הקבועים  )f x ax b= +. 

 נתבונן בגרפים הבאים:

 

 
 

גדל;    yגדל, גם    xחיובי אז הפונקציה נמצאת במגמת עלייה: ככל ש־   aניתן לראות שאם  

0aקטן. אם    yגדל,    xשלילי אז הפונקציה נמצאת במגמת ירידה: ככל ש־   aואם   אז   =

 ה או ירידה.יהפונקציה קבועה ולכן אינה במגמת עלי

 

יותר    aחיובי, ככל ש־  aיתרה מכך: עבור   יותר.   yכך ערכי  גדול  מטפסים בצורה מהירה 

 קטן יותר כך ערכי הפונקציה צוללים מטה בקצב מהיר יותר.  aשלילי, ככל ש־ aעבור  

 

)הפונקציה הלינארית   שיפוענקרא  aמסיבה זו, הקבוע   )f x ax b= +. 

 

הם שני מספרים ממשיים כך   2xו־  1xכדי להבין טוב יותר את משמעות השיפוע, נניח ש־

1ש־ 2x x≠ ונתבונן בערכי הפונקציה ,f  :בנקודות אלה 

  1 1( )f x ax b= + 

  2 2( )f x ax b= + 

2 :ראשון מהשנינחסר את השוויון ה 1 2 1( ) ( ) ( )f x f x a x x− = − 
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1מכך ש־  2x x≠ 2נובע ש־ 1 0x x−  . נחלק את השוויון שהתקבל במספר זה: ≠

  2 1

2 1

) ( )(f x x
a

xx
f−

=
−

 

1נסמן:   1 2 2( ), ( )y f x y f x= 1. הנקודות על גרף הפונקציה הן = 1( , )x y 2ו־ 2( , )x y. 

2 כמו כן, נסמן:  1 2 1, yxx x yy∆ = ∆ =− − 

 (דלתא) היא סימון מקובל לציון של הפרש.  ∆האות היוונית  

2 בסימונים אלה:  1

2 1

y y
a

x
y

x x
∆

=
−

=
∆−

 

 

 
 

2מנוסחאות אלה עולה כי אם  1x xx= + 2אז  ∆ 1 ay y x= +  . במילים אחרות: ∆
 

 y  יחידות, יגדל ערכו של x∆ב־ x  בפונקציה לינארית, אם נגדיל את ערכו של

∆ב־ = ⋅ ∆y a x .יחידות 
 

, וערכה בנקודה aבהינתן השיפוע שלה,    fקבל נוסחה לפונקציה לינארית  זה נבעזרת קשר  

 ממשי, x. פונקציה כזו מקיימת, לכל 0xיחידה 

  0 0( ) ( ) ( )f x f x a x x⋅− = − 

0 ולכן  0( ) ( ) ( )f x f x a x x⋅= + − 

 
 11שאלה 

(10), המקיימת 3בעלת שיפוע  fמצאו פונקציה לינארית  א. 2f =. 

), המקיימת -2בעלת שיפוע  fמצאו פונקציה לינארית  ב. 1) 3f − =. 

 
 12שאלה 

(1)המקיימת:   fמצאו פונקציה לינארית  5, (3) 11f f= =. 

 מצאו תחילה את שיפוע הפונקציה. הדרכה:
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פונקציות לינאריות, או קשרים לינאריים בין משתנים, מופיעים בהקשרים רבים, ומשמעות  

 נקבעת בהתאם להקשר.  aהקבוע  
 

. במצב זה מיקום הגוף הוא  על קו ישר במהירות קבועהנתבונן, לדוגמה, במצב שבו גוף נע  

)פונקציה של הזמן,   )x f t= . 
 

הוא   0tיחידות מרחק ביחידת זמן אחת, ומיקומו של הגוף בזמן    vאם מהירות התנועה היא  

0x0בזמן , הרי שt t>  0חלפוt t−  0יחידות זמן, והגוף התקדם )(v t t⋅  יחידות מרחק.   −

00  לכן  0 0(( ) )t t tf t x v x vt v= + = − +⋅ − 

 .vהיא פונקציה לינארית, ושיפוע הפונקציה שווה למהירות,   fומכאן שהפונקציה 
 

תהיה  בבריכה  המים  כמות  קבוע,  בקצב  מים  המתמלאת  בבריכה  נתבונן  אם  דומה,  באופן 

יהיה קצב מילוי המים   זה שיפוע הפונקציה הלינארית  לינארית של הזמן. במקרה  פונקציה 

 בבריכה.
 

לקבוע  אנו   כי  הלינארית    aרואים  )בפונקציה  )f x ax b= משמעויות    + להיות  יכולות 

באופן משותף  שונות: שיפוע (שהוא מושג גיאומטרי), מהירות (מושג פיזיקלי), וכן הלאה.  

ל נוכל  הללו,  המשמעויות  שהקבוע  אלכל  את    aמר  השינוימייצג  הפונקציה   קצב  של 

 .fהלינארית 
 

)על גרף הפונקציה  bהקבוע  כעת נבחן את השפעת )f x ax b= +. 

 

 

את הישר כלפי  מסיטה  מסיטה את הישר הנתון כלפי מעלה, והקטנתו    bהגדלת ערכו של  

בערכו של   משינוי  הישרים המתקבלים  כל  של    bמטה.  ערכו  שינוי  זה  a(ללא  ) מקבילים 

 לזה.
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0xאם נציב  )בפונקציה  = )f x ax b=  , נקבל את הערך +

   0(0) bf a b= ⋅ + = 

,0)הנקודה  )b  נמצאת, אפוא, על גרף הפונקציהfנקודה זו נמצאת גם על ציר ה־ .y. 

yשל נקודת המפגש של הישר  yשיעור־הוא  bלפיכך,   ax b=  .yעם ציר ה־  +

 
 13שאלה 

)מצאו את נקודות המפגש של גרף הפונקציה  ) 2 3f x x=  .y־ ועם ציר ה xעם ציר ה־ +

 
 

 פונקציות ריבועיות 

 פונקציה ריבועית היא פונקציה מהצורה

  2( )f x ax bx c= + + 

0aמספרים ממשיים קבועים, ובהנחה ש־ cו־  a ,bעבור   ≠. 
 

 ריבועיות:  הבאות הן דוגמאות לפונקציות הפונקציות
 
•   2( )f x x= ( 1 , 0 , 0)a b c= = = 
• 2( ) 5 3 2f x x x= − −  ( 5 , 3 , 2)a b c= = − = − 
•    2( )f x x x= − ( 1 , 1 , 0)a b c= − = = 
 

פונקציה   של  בגרף  תחילה  נתבונן  ריבועיות,  פונקציות  של  הגרף  צורת  את  לבחון  בכדי 

 ריבועית אחת ספציפית: 

  2( )f x x= 
 כך: הגרף של פונקציה זו נראה

 

 
 

 .פרבולה צורה זו נקראת  

 סימטריה זו נובעת מכך שהפונקציה מקיימת .y־ סימטרי ביחס לציר ה  נשים לב שהגרף

  2 2( ) ( ) ( )f x x x f x− = − = = 

 235  התשובה בעמוד   

 

    0אםa הביטוי =  ,
2ax bx c+ פונקציה   + מייצג 

 לינארית, שאינה פונקציה ריבועית.
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 .הפרבולה  קודקודיה נקראת נקודת המפגש של הפרבולה עם ציר הסימטר

, כלומר ראשית הצירים. נקודה זו היא (0,0)במקרה של הפונקציה שלפנינו, נקודה זו היא  

שיעור   שבה  הגרף  על  הנקודה  הפונקציה    yגם  לכך  ובהתאם  ביותר,  הקטן  )הוא  )f x 

0xמקבלת בנקודה    את ערכה הנמוך ביותר. =

 של הפונקציה. נקודת מינימוםנקודה כזו נקראת 
 

 כעת נתבונן בפונקציה ריבועית כללית: 

  2( )f x ax bx c= + + 

ניתן   לזה:  זה  דומים  הריבועיות  הפונקציות  כל  של  הגרפים  השיעור,  בהמשך  שנראה  כפי 

גר מכל  גרף  כל  במקביל  לקבל  שיקוף  ו/או  מתיחה  הזזה,  של  פעולות  ביצוע  ידי  על  אחר  ף 

)2ם לגרף הפונקציה לצירים. בפרט, כל הגרפים דומים בצורת )f x x=:לכן . 
 

 .הגרף של פונקציה ריבועית הוא פרבולה 
 
 נקבע הכיוון שאליו פונה הפרבולה: aסימן הקבוע   פיל
 

0aם  א • )2אז הפרבולה פונה כלפי מעלה (כמו גרף הפונקציה    < )f x x= במקרה זה .(

 ".מחייכתאו " חיוביתהפרבולה נקראת 
 לדוגמה נתבונן בגרפים הבאים:

 

 
 
של   כפי  גודלו  אלה,  מאיורים  לראות  ה  aשניתן  מראה  על  ככל ש־משפיע   aפרבולה: 

 יותר. צרה יותר, כך הפרבולה  גדול
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0aם  א • נקראת    > הפרבולה  זה  במקרה  מטה.  כלפי  פונה  הפרבולה  או   שלילית אז 

 ".עצובה "
 לדוגמה:

 
 

,כדי להבין טוב יותר את הקשר בין הקבועים   ,a b c    למיקום הפרבולה במישור, נמצא היכן

 פוגשת הפרבולה את הצירים.

0x, די להציב yכדי לאתר את נקודת מפגש הפרבולה עם ציר ה־ )בקשר   = )y f x= : 

  2(0) 0 0f a b c c= ⋅ + ⋅ + = 
,0)בנקודה  yלכן הפרבולה פוגשת את ציר ה־ )c. 

 

 
 

ה־  ציר  עם  הפרבולה  מפגש  נקודות  לאיתור  ערכי  xנעבור  את  למצוא  יש  לאתרן  כדי   .x 

)שעבורם   ) 0y f x=  פתור את המשוואה. במילים אחרות, עלינו ל=

  2 0ax bx c+ + = 

 למרבה השמחה, משוואה זו מוכרת לנו היטב: זו המשוואה הריבועית בצורתה הכללית.
 

2הגדרנו    3בשיעור   4D b ac= מעתה   ביטוי זהנקרא ל  ).(הדיסקרימיננטה של המשוואה  −

הריבועיתגם   הפונקציה  של  )2  הדיסקרימיננטה  )f x ax bx c= + ראינו+ שפתרונות    . 

2המשוואה הריבועית   0ax bx c+ +  הם:  =
 

1 2
2( ) 3 2+ −= −f x xx 2( ) = −f x x 
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0Dאם  •  אז יש שני פתרונות הנתונים על ידי נוסחת השורשים <

  
2

1,2
4

2
b b acx

a
− ± −= 

)1בנקודות  xבמקרה זה הפרבולה נפגשת עם ציר ה־  ,0)x 2ו־( ,0)x. 
 

0Dאם  • 1אז יש פתרון אחד ויחיד:   = 2x x=  .בנוסחת השורשים 
)1בנקודה  xבמקרה זה הפרבולה נפגשת עם ציר ה־  ,0)x. 
 

0Dאם  •  אז אין פתרונות כלל. >
 .xבמקרה זה הפרבולה אינה נפגשת עם ציר ה־  
 

 :xקומה של הפרבולה ביחס לציר ה־ימ בהתאם לכך נקבע
 

0a־במקרה ש > : 

 

 
 

0aבמקרה ש־ < : 

 

 
 

שיעור את  נמצא  התמונה  ה  קודקוד   ילהשלמת  חיובית  בפרבולה  הוא    קודקודהפרבולה. 

שיעור־ בעלת  בעלת  ביותר  קטןה  yהנקודה  הנקודה  הוא  הקודקוד  שלילית  ובפרבולה   ,

 . הגדול ביותר yשיעור־
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 , נציג את הפונקציה הריבועית בשיטת ההשלמה לריבוע:קודקודיקום הכדי למצוא את מ
 

  

2 2

2 2

2 2

2

2 2

2

( )

2 2

4
2 4

2 2 44

b cf x ax bx c a x x
a a

b b ca x
a a a

b b aca x
a a

b D b Da x a x
a a aa

 = + + = + + 
 

     = + − +        

 −  = + −    

     = + − = + −        

 

  

)חיובי, מתקיים תמיד    aעבור   • )2(2 ) 0a x b a+ )והביטוי    ≤ )2(2 )a x b a+   מתאפס

2)כאשר   )x b a= לכן הפונקציה הריבועית מקבלת את ערכה הנמוך ביותר בנקודה    .−

(2 )x b a= הוא  − זה  וערך   ,(4 )D a−  .הנקודה   קודקוד אפוא  הוא  הפרבולה 

( )(2 ) , (4 )b a D a− −. 
 
)שלילי, מתקיים תמיד    aעבור   • )2(2 ) 0a x b a+ )והביטוי    ≥ )2(2 )a x b a+   מתאפס

2)כאשר   )x b a= ביות− הגבוה  ערכה  את  מקבלת  הפונקציה  לכן  גם  .  זו.  בנקודה  ר 

)הפרבולה הוא הנקודה  קודקודזה, במקרה  )(2 ) , (4 )b a D a− −. 
 

ה (לא קודקודהעובר דרך    yניתן להוכיח שהפרבולה סימטרית ביחס לישר המקביל לציר ה־

 נעשה זאת כעת).
 

0D, נשים לב לכך שבמקרה ש־לבסוף  , מתקיים הקשר הבא: ≤

  1 2
bx x
a

+ = − 

  1 2
2 2

x x b
a

+
= −⇒ 

2axהפרבולה שווה לממוצע של שורשי המשוואה  קודקודשל  xכלומר: שיעור־  bx c+ + . 

 ניתן לראות זאת באיור הבא: 

 

 
 

   שיעור (ראו  וייטה  נוסחאות  לפי 
3.( 
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 לסיכום:

)2גרף הפונקציה  • )f x ax bx c= +  הוא פרבולה. +
0aהפרבולה פונה כלפי מעלה ("מחייכת") כאשר   • 0aה ("עצובה") כאשר  , וכלפי מט < < . 
,0)היא   yנקודת המפגש של הפרבולה עם ציר ה־ • )c. 

)1הן    xנקודות המפגש של הפרבולה עם ציר ה־ • ,0)x  2ו־( ,0)x  1כש־ 2,x x    הם פתרונות

)המשוואה הריבועית   ) 0f x =. 
הנקודה    קודקוד • הוא  )הפרבולה  )(2 ) , (4 )b a D a− כש־ −  ,2 4D b ac= −  .D   נקרא

 .f  הדיסקרימיננטה של
 

 14שאלה 

לגבי כל אחת מהפונקציות הריבועיות הנתונות, מצאו את נקודות המפגש עם הצירים ואת 

 של הפרבולה המתאימה. התוו את גרף הפונקציה. קודקודה
 

)2א.    ) 6 5f x x x= − )2ב.          + ) 3 5f x x x= + )2ג.          + ) 6 9f x x x= − −          
 
 

 פונקציות המוגדרות כ"הדבקה"

)ראינו כיצד ניתן להגדיר פונקציה  )f x  באמצעות ביטוי שהוא תבנית מספר במשתנהx. 

דרך נוספת להגדרת פונקציה היא פיצול התחום לכמה חלקים, והגדרת הפונקציה באמצעות  

 ביטוי שונה בכל חלק. נתבונן, לדוגמה, בהגדרה הבאה:

  { 0 1( ) 1 1 3
x xf x x

≤ ≤= < ≤ 

שעבור   היא  ההגדרה  0המקיים    xמשמעות  1x≤ מתקיים  ≥  ,( )f x x=  ועבור  ,x 

1המקיים   3x< )ים תקי, מ≥ ) 1f x =. 

[0,1] תחום ההגדרה הוא אפוא  (1,3] [0,3]∪ = 

)0כדי לחשב את הערך   )f x    0עבור מספר [0,3]x מסוים, יש לבדוק תחילה לאיזה חלק   ∋

 , ובהתאם לכך להפעיל את הכלל המתאים.שייך של התחום המספר

(0) מה:לדוג 0f 0 כי = 0 1≤ ≤ 

  (0.7) 0.7f 0 כי = 0.7 1≤ ≤ 

  (2) 1f 1 כי = 2 3< ≤ 
 

ל גרף הפונקציה    שרטטכדי  נfאת  גרף הפונקציה המתאימה. תחום את  בכל תת־  שרטט, 

בתת־תחום   הפונקציה    שרטטנ  [0,1]כלומר:  גרף  )1את  )f x x=  ובתת־תחום  ,(1,3] 

2את גרף הפונקציה  שרטטנ ( ) 1=f x :כך מתקבל הגרף הבא . 
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"הדבקה"   fתר, ומסיבה זו נקרא לפונקציה  גרף זה הוא "הדבקה" של שני גרפים קטנים יו 

 המוגדרות בתחומיהן.  2fו־ 1fשל הפונקציות 
 

נימנע  כך  משותפות.  נקודות  אין  השונים  שלתת־תחומים  לוודא  חשוב  זה  מסוג  בהגדרות 

 מעות, שהיא אסורה בהגדרת פונקציה.מדו־מש
 

 נתבונן בדוגמה נוספת: 
2 0( 0) 1

x xf x x x ≥
 <=  +

 

 גרף הפונקציה נראה כך: 

 
 

לב שבנקודה   0xשימו  הביטויים  =  ,2x  ,1x +  ) 20לא מתלכדים  0=  ,0 1 1+ לפי =  .(

(0)ההגדרה,   0 1 1f = + 0(כי    = הנקודה  ≤0 את  הדגשנו  לכן  בעיגול   (0,1)).  הגרף  על 

 , כדי להדגיש שנקודה זו לא שייכת לגרף.(0,0)מלא, וסימנו עיגול ריק בנקודה 

 
 15שאלה 

 נתונה הפונקציה
2 0 2( ) 1 2 4

x x xf x x x
 − ≤ ≤=  − < ≤

 

 ?fמהו תחום ההגדרה של  א.

,(1)חשבו את הערכים   ב. (2), (3), (4)f f f f. 

 .fשרטטו את גרף הפונקציה  ג.

 
 16שאלה 

 הגרף הבא: כתבו הגדרה מתמטית לפונקציה בעלת 
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 דוגמאות נוספות לפונקציות 

ו לפונקציות  ברשותנו  שיש  הדוגמאות  עולם  את  להעשיר  שלהלכדי  נתבונן ןגרפים   ,

 בדוגמאות הבאות: 

 

 פונקציית הערך המוחלט  א.

 כך:  xהגדרנו את הערך המוחלט של מספר ממשי  4בשיעור  

  { 0
0x xx x x= ≥

− < 

 : פונקציית הערך המוחלטממשי, ומכאן מתקבלת  xהמוחלט מוגדר עבור כל   הערך 

  ( )f x x= 

הפונקציה   מההגדרה  לינאריות:  פונקציות  שתי  של  הדבקה  היא  זו  שפונקציה  נובע 

1( )f x x= )בקטע   − 2, והפונקציה ∞−(0, ( )f x x=   0]בקטע, )∞. 

 גרף הפונקציה נראה כך:  

 

 
 

 פונקציית השורש ב.

 אי־שלילי. מכאן מתקבלת הפונקציה xמוגדר לכל  xהביטוי   

  ( )f x x= 
,0]שתחום הגדרתה הוא   )∞. 

 גרף פונקציית השורש נראה כך:  
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 יחדיו: x ,xמעניין להתבונן בגרפים של הפונקציות  

 

 
 

 .xגדלים במהירות רבה יותר מזו של  xגדל, ערכי  xניתן לראות שככל ש־ 

 

) הפונקציה  ג. ) = 1f x x 
)תחום ההגדרה של הפונקציה    ) 1f x x=    הוא הקבוצה{ }0x x }, כלומר  ≠ }\ 0R .

 כך: גרף הפונקציה נראה 

 

 
 

 היפרבולה. צורה זו נקראת   
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הפונקציה    )בגרף  ) 1f x x=  לראות הנקראת    ניתן  מעניינת  . אסימפטוטה תופעה 

 yאסימפטוטה היא קו ישר שגרף הפונקציה הולך ומתקרב אליו. בגרף שלפנינו ציר ה־ 

הולך וגדל.   y־ מימין, כך ערך 0־ מתקרבים ל  x־ ערכי: ככל שמימיןהוא אסימפטוטה  

0.1xלדוגמה, אם   1אז    = 10y x= 0.01x, ואם  = 1אז    = 100y x= . לכן ככל  =

כך נמצא נקודות על הגרף שהולכות ומתקרבות אליו. ציר   yשנמשיך לצייר את ציר ה־ 

  מתקבלים ,  משמאל 0ל־מתקרבים  ה  xעבור ערכי־  :משמאלהוא גם אסימפטוטה    yה־

 ים בערכם המוחלט.וגדל כיםהולשליליים ה yכי־ ער
 

ה־   ציר  גם  זה  ככל    xבגרף  השלילי:  בכיוון  וגם  החיובי  בכיוון  אסימפטוטה,  הוא 

 .0ומתקרב ל־ yגדלים בערכם המוחלט, קטן ערכו של  xשערכי־ 
 

 ) הגבולות  תורת  במסגרת  יותר  מדויק  באופן  מוסברות  אלה  לומדים  תופעות  שאיננו 

 ין הגרפי כבר בשלב זה.חשוב להכיר את ביטו), אך  כעת
 

 פונקציית החלק השלם  ד.

הוא המספר השלם הגדול ביותר שאינו גדול    xשל    החלק השלם,  xלכל מספר ממשי   

xמספר זה מסומן כך:   .xיותר מ־  . 

, די למקם אותו בין שני מספרים שלמים עוקבים, xכדי למצוא את החלק השלם של   

1nהמקיים    nכלומר למצוא מספר שלם   x n≤ < . מאי־שוויונות אלה נובע באופן  +

x, ולכן  xהוא המספר השלם הגדול ביותר שאינו גדול יותר מ־ nמיידי ש־  n=  . 

 : הנה כמה דוגמאות 

•  1.5 1=   1, כי 1.5 2≤ <. 
•  2.2 2=   2, כי 2.2 3≤ <. 

•  5 5=   וכללית יותר: אם ,x  שלם אזx x=  . 

•  0.5 1− = −   1, כי 0.5 0− ≤ − <. 
 

0xעבור    של  < השלם  החלק  את  לקבל  ניתן   ,x    הצגת ידי  עשרונית    xעל  בהצגה 

17.25והשמטת החלק שמימין לנקודה העשרונית. למשל:  17=  . 
  

) כעת נתבונן בפונקציית החלק השלם:  )f x x=    

 גרף הפונקציה נראה כך:  ממשי. xזו מוגדרת עבור כל   פונקציה 
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מגרף זה ניתן לראות כי פונקציית החלק השלם היא הדבקה של פונקציות קבועות: לכל   

), הפונקציה  mמספר שלם   )f x x=       קבועה בקטע[ , 1)m m . m, וערכה שווה ל־ +

 לדוגמה:

0לכל  • 1x≤ <, 0x =  . 

1לכל  • 2x≤ <, 1x =  . 
2לכל  • 3x≤ <, 2x =  . 

  

 פונקציית החלק השברי  ה.

 מוגדר ומסומן כך: xשל מספר ממשי   החלק השברי 

  x x x= −    

 לדוגמה: 

1.23הוא  1.23החלק השברי של   • 1.23 1.23 1.23 1 0.23= − = − =   
5הוא  5החלק השברי של   • 5 5 0= − =   

 

0x  לכל  של  < השברי  החלק  את  לקבל  ניתן   ,x    כתיבת ידי  עשרונית    xעל  בהצגה 

 לנקודה העשרונית. מימיןולקיחת החלק ש

5.33לדוגמה,   0.33=. 
 

)כעת נתבונן בפונקציית החלק השברי,   )f x x=. 

 גרף הפונקציה נראה כך:  
 

 
 

]בקטע   xשלם ולכל  mואכן, לכל   , 1)m m  מתקיים +

  ( )f x x x x m= − = −   

1mומכך ש־  x m≤ < 0 נובע  + 1x m≤ − < 

0 ולכן   ( ) 1f x≤ < 

]לכן בקטע    , 1)m m +  ,f    0, שערכיה נעים בין  1היא פונקציה לינארית בעלת שיפוע 

 .1ל־

 
 17שאלה 

 חשבו: 

0.1 א.     .11.23ב      .12ג 5   

−1.3 .ד     .239  התשובה בעמוד    −1.3ו.    1.3ה 
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 18שאלה 
)שרטטו את גרף הפונקציה  )f x x x= ⋅     [0,3]בקטע. 

 

לאחר שהכרנו סוגים רבים של פונקציות ממשיות, נעבור ללמוד על תכונות שונות שיאפשרו 

 לנו לסווג ולנתח את התנהגותן. התכונה הראשונה שנכיר נקראת חד־חד־ערכיות.

 
 

 פונקציה חד־חד־ערכית

a  מתאימה לכל איבר  Bלקבוצה    Aמקבוצה    fכזכור, פונקציה   A∈    איבר יחיד בקבוצה

Bהמסומ )ן  ,  )f a  ידיעת האם  הבאה:  השאלה  את  לשאול  ניתן   .( )b f a=    מאפשרת

 ? aלשחזר את  
 

הקבוצה   של  נוספים  איברים  שאין  בכך  מותנית  זו  שהפונקציה  Aאפשרות   ,f   מעבירה

 .bל־
 

 כלומר, יש להימנע מהמצב הבא:
 

 
 

)במצב שבאיור מתקיים   ) ( )f a f a b′= , ולכן לשאלה "מהו האיבר שערך הפונקציה בו =

ל־ פונקציה  bשווה  חד־משמעית.  תשובה  אין   "?:f A B→שעבו מתוך  ,  )רה  )f a    ניתן

 (ובקיצור: חח"ע).  פונקציה חד־חד־ערכית, נקראת aלשחזר את  
 

 שקול, ניתן להגדיר תכונה זו כך:  באופן

:פונקציה   →f A B    לכל    חד־חד־ערכיתנקראת 1,אם  2a a A∈  1≠  ימיםהמקי 2a a 

1(  מתקיים: 2f(a f(a≠ ). 
 

 או כך: 

:פונקציה   →f A B    לכל    חד־חד־ערכיתנקראת 1,אם  2a a A∈    הגרירה מתקיימת 
f(a( הבאה: אם f(a1 2= a אז  ( = a1 2. 

 
 דוגמאות: הנה כמה 

 
 מוצג התפריט הבא:  בבית קפה  א.

 שקלים 5 ............... קפה  

 שקלים 3.................  תה  

 שקלים 7 .............. עוגה  
 
ב־   וב  Aנסמן  f:־ את קבוצת המוצרים שבתפריט,  A →   את הפונקציה המתאימה

 ת מחירו.למוצר א

 240  התשובה בעמוד   
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מאפשר    f  הפונקציה  זה  דבר  מזה.  זה  שונים  שבתפריט  המחירים  כל  כי  חח"ע,  היא 

חמישה  שמחירו  המוצר  "מה  נישאל:  למשל,  אם,  מחירו.  בהינתן  המוצר  את  לשחזר 

 שקלים?" נדע להשיב: קפה.
 

עקב התייקרות מחירי התה בעולם, עלה מחירה של כוס תה לחמישה שקלים. מחירם של  ב.

 שהגדרנו לעיל אינה חח"ע.   fנקציה שאר המוצרים נותר ללא שינוי. כעת, הפו

( מתקיים:  (תה=5 (f= קפה(f 
 למרות שתה אינו קפה. 

המוצר    "מה  נישאל  אם  לאלכן  שקלים?"  חמישה  תשובה    שמחירו  לתת  נוכל 

 חד־משמעית. 
 

f:כעת נתבונן בפונקציה הממשית  ג. →  ,2( )f x x= . 

הפונקציה בהם זהים.  שערכי  חח"ע, כי נוכל למצוא שני מספרים שונים    אינה פונקציה זו   

(3) למשל: ( 3) 9f f= − = 
 

f:בפונקציה הלינארית  תבונןנ ד. →  ,( ) 5 1f x x= −. 

 שפונקציה זו היא חח"ע.  נוכיח 

1לצורך כך נניח שמתקיים   2( ) ( )f x f x=1, ונוכיח ש־ 2x x=. 

1 מההנחה נובע:  25 1 5 1x x− = − 

1 לשני האגפים: 1נוסיף   25 5x x=⇒ 

1 : 5נחלק ב־  2x x=⇒ 
 כפי שרצינו להוכיח.  

 

היא חח"ע, נוח להוכיח את הגרירה   fמדוגמאות אלה ניתן לראות שכדי להוכיח שפונקציה  

1 2 1 2( ) ( )a a f a f a= ⇐ שפונקציה  = להוכיח  וכדי   ;f   על להצביע  נוח  חח"ע,  אינה 

1קיומם של   2,a a 1כך ש־ 2a a≠ 1ו־ 2( ) ( )f a f a=. 

 
 19שאלה 

 בדקו לגבי כל פונקציה אם היא חח"ע: 

) א. ) 3 2f x x= +     

) ב.  ) 1f x x=     

) ג.  )f x x= 

f: ד. →   נתונה על ידי( ) 2f n n=    
זה,    Aבהינתן   ה. בספר  בעברית  המילים  קבוצת   =B  =   ,בעברית האותיות  קבוצת 

:f A B→   מוגדרת על ידי( )f a   האות הראשונה במילה =a. 

= קבוצת צירופי האותיות בעברית,   Bילים בעברית בספר זה,  = קבוצת המ  Aבהינתן   ו.

:f A B→   מוגדרת על ידי( )f a  המילה =a .בהיפוך סדר האותיות 
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 20שאלה 

 אם פונקציה ממשית היא חח"ע או לא, לפי הגרף שלה? כיצד ניתן לבדוק א.

)2הדגימו איך נובע משיקול זה ש־ ב. )f x x=  .אינה חח"ע 

 
 

 צמצום של פונקציה 

 :Aשכל איבריה שייכים ל־  ′A, ונתונה קבוצה Aנתבונן במצב שבו נתונה קבוצה 

 

 
 

A, ונסמן זאת כך:  A(או תת־קבוצה) של    קבוצה חלקיתהיא    ′Aבמצב זה נאמר ש־ A′ ⊆ .

f:כעת נניח שנתונה פונקציה  A B→. 

aלכל איבר   A′∈   מתקיים גםa A∈   ולכן מוגדר הערך( )f a   ומתקיים( )f a B∈. 

מ־ פונקציה  מתקבלת  זה  של  הנקראת    Bל־  ′Aבאופן  זו A′ל־   fהצמצום  פונקציה   .

Afמסומנת כך:   ′. 

בפונקציה   נתבונן  f:לדוגמה,  →   ,2( )f x x=  הקבוצה  .[0, המספרים   ∞( (קבוצת 

היא של    האי־שליליים)  חלקית  של  קבוצה  בצמצום  נתבונן   .f    :זו ,0]לקבוצה  )f ∞ .

:מתקבלת הפונקציה  [0, )g ∞ →   2המוגדרת על ידי( )g x x=. 
 

 ושל הצמצום שלה: fנתבונן בגרפים של הפונקציה 

 

 
 

פונקציה המצומצמת מתקבל על ידי התמקדות בתחום הקטן יותר ומחיקת חלק הגרף גרף ה

 שלא שייך אליו. 
 

ש )2הפונקציה  נבחין  )f x x= חח"ע אינה  הממשיים,  המספרים  קבוצת  הוא  שתחומה   ,  

,0] ), אך הצמצום שלה לקבוצה20(ראו, למשל, שאלה     הוא פונקציה חח"ע. ∞(
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נפגש   xלעיל: כל ישר המקביל לציר ה־המצומצמת שמוצג  ניתן לראות זאת מגרף הפונקציה  

 עם הגרף בנקודה אחת לכל היותר.  
 

1אם    ניתן גם להוכיח זאת במדויק:  2, [0, )x x ∈ 1ו־  ∞ 2( ) ( )f x f x=    2אז 2
1 2x x= ומכיוון ,

1ש־ 20 , 0x x≥ 1, נובע ש־≤ 2x x=. 

 
 21שאלה 

)2נתונה הפונקציה  ) 4 3f x x x= +  בדקו, לפי גרף הפונקציה: .+

 חח"ע?  fהאם  א.

]האם  ב. 1, )f −  חח"ע?  ∞

)האם  ג. , 1)−∞ −f  ?חח"ע 

 
 

 פונקציה על 

f:פונקציה    בהינתן A B→ נאמר ש־ ,f    אם כל איבר של    עלהיאB    מתקבל כערך של

 .fהפונקציה 

 הבאות: נתבונן, לדוגמה, בדיאגרמות החיצים
 

 
 

בקבוצה   איבר  המסמלת  נקודה  לכל  כי  על,  היא  שמשמאל  בדיאגרמה  מגיע   Bהפונקציה 

 .Aלפחות חץ אחד מהקבוצה 

אשר לא מגיע   Bהפונקציה בדיאגרמה שמימין אינה על, כי יש נקודה המסמלת איבר של  

 .Aאליה אף חץ מהקבוצה 
 

אם   לבדוק  כדי  ממשיות,  בפונקציות  f:כשמדובר  A B→    לכל עלהיא אם  לבדוק  יש   ,

b B∈  קיים פתרון למשוואה( )f a b=   המקיים את התנאיa A∈. 
 

f:נתבונן, למשל, בפונקציה   →   ,2( )f x x=  1. פונקציה זו אינה על, כי עבורb = − 

)לא קיים פתרון למשוואה   )f a b=  אכן, לא קיים מספר ממשי :a    2שעבורו 1a = , כי −

2תמיד מתקיים  0a ≥. 
 

:נתבונן בפונקציה  כעת [ 1,1] [0,1]f − )המוגדרת כך:   → )f x x=. 
 

  5בסוף שיעור  43ראו שאלה. 
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 ראשית, נוודא שהפונקציה מוגדרת היטב: 

]לכל  1,1]x ∈ 1מתקיים  − 1x− ≤ 0ולכן   ≥ 1x≤ 1או  ≥ 0x− ≤ <. 

)במקרה הראשון מתקיים  )f x x x= 0(לפי הגדרת הערך המוחלט) ולכן   = ( ) 1f x≤ ≤. 

מתקיים   השני  )במקרה  )f x x x= = ומההנחה  −  ,1 0x− ≤ 0נובע    > 1x< − לכן  ≥  ,

0 ( ) 1f x≤ 0ובפרט    ≥ ( ) 1f x≤ מקרה  ≥ בכל  לכן   .( ) [0,1]f x מוגדרת  ∋ והפונקציה   ,

 היטב.
 

ש־ נוכיח  שלכל    fכעת  להוכיח  עלינו  על:  b[0,1]היא  ]קיים    ∋ 1,1]a ∈ כך    −

)ש־ )f a b=. 

0b, מכיוון ש־f לפי הגדרת ), מתקיים ≤ )f b b b= =. 

b[0,1]כמו כן,   ]ולכן   ∋ 1,1]b ∈ a. לכן הבחירה  − b=  .עונה על הדרישות 

 היא על. fש־ בכך וידאנו 
 

מהדוגמה האחרונה ניתן לראות שעובדת היותה של הפונקציה על תלויה בדרך שבה הגדרנו 

ומגדירים   הטווח  את  מגדילים  היינו  אילו  הפונקציה.  טווח  :את  [ 1,1] [0, )f − → ∞ ,

( )f x x=  אז  ,f  הי למשל  לא  כי  על,  איברים    b=2תה  עבור  הפונקציה  של  ערך  אינו 

]בתחום הגדרתה, כלומר לא קיים   1,1]a ∈ 2aכך ש־  − =. 

ממשית    ניתן פונקציה  אם  בשאלה  f:להכריע  A B→   בגרף התבוננות  מתוך  על  היא 

, ולבדוק אם y, על ציר ה־ Bהפונקציה. כדי לעשות זאת, יש להתוות את טווח הפונקציה,  

ה־ לציר  מקביל  ישר  בנקודה xכל  הפונקציה  גרף  את  פוגש  בטווח,  נקודה  דרך  העובר   ,

 כלשהי.
 

 נתבונן בפונקציות באיורים הבאים:

 

 
 

העובר דרכה פוגש את    xשבטווח, הישר המקביל לציר ה־  bבפונקציה משמאל, מכל נקודה  

למצוא   ניתן  ובהתאם  נקודות),  בכמה  (או  מסוימת  בנקודה  הפונקציה  כך   aגרף 

)ש־ )f a b=.לכן הפונקציה היא על . 

ניתן למצוא   פוגש    bבפונקציה מימין,  כך שהישר המתאים לא  גרף הפונקציהבטווח  , את 

 נו ערך של הפונקציה. לכן הפונקציה אינה על.אי bולכן  
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 22שאלה 

 בדקו, לגבי כל אחת מהפונקציות הבאות, אם היא חח"ע ואם היא על: 

f: א. → , ( ) 2 1f x x= + 

: .ב [0, ) [0, )f ∞ → ∞, ( ) 1f x x= + 

f: .ג → , ( )f x x=    

f: .ד → , { 0
0( ) 1

x xf x x x= − ≥
< 

 

 תמונה של פונקציה 

פונקציה   f:בהינתן  A B→  ,  הפונקציה Im(המסומנת  תמונת  f הערכים קבוצת  היא   (

 , כלומר: fשמקבלת הפונקציה 

  { }Im ( )f f a a A= ∈ 

הפונקציה   שערכי  לקבוצה    fמכיוון  B  ,Imשייכים  f    של חלקית  קבוצה  : Bהיא 

Im f B⊆ :התרשים הבא מתאר מצב זה . 

 

 
 הנה כמה דוגמאות: 

 
f:נתבונן בפונקציה  א. →  ,2( )f x x=. 

ממשי. כל מספר כזה   x, עבור  2xמהצורה    תמונת הפונקציה היא אוסף כל המספרים

אי־שלילי ולה(ל  הוא  הסימנים).  חוקי  אי־שלילי,  פי  מספר  כל  0bפך:  להצגה ≤ ניתן   ,

2bבצורה  x= : ( )2b b= 
 היא קבוצת המספרים האי־שליליים: fקיבלנו כי תמונת  

  Im [0, )f = ∞ 

ב־  ב. יש    Aנסמן  טלפון  קו  לכל  אחד.  טלפון  קו  להם  שיש  בעולם  האנשים  קבוצת  את 

 מספר, שאם נכתוב אותו ברצף, נקבל מספר טבעי.

f:נגדיר פונקציה  A →   :מספר הטלפון של  כך( )f a a= 

 רי הטלפון של בעלי קו טלפון יחיד. תמונת הפונקציה היא קבוצת כל מספ
 

מתוך   הפונקציה  תמונת  מהי  להבין  ניתן  ממשית,  בפונקציה  בגרף  ה כשמדובר  תבוננות 

על   הפונקציה: גרף הפונקציה  היא קבוצת המספרים הממשיים המתקבלת מהיטל  התמונה 

 .yציר ה־
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שיעורי־ אוסף  שהוא  הפונקציה  ערכי  אוסף  היא  הפונקציה  תמונת  הנקודות   yואכן,  של 

), ( )x f xעל גרף הפונקציה. שיעור־ (y של נקודה מתקבל מהטלתה אל ציר ה־y. 
 

בין שני מושגים קרובים זה מוטב שנעמוד על ההבחנה   טווח הפונקציה , אך שונים:  בשלב 

 .תמונת הפונקציה ו

טווח הפונקציה הוא הקבוצה שעליה הצהרנו כיעד של ערכי הפונקציה. הטווח של פונקציה 

:f A B→  הוא הקבוצהB. 
 תמונת הפונקציה היא אוסף ערכי הפונקציה שמתקבלים בפועל:

  { }Im ( )f f a a A= ∈ 

Imתמונת הפונקציה היא תמיד קבוצה חלקית של הטווח:  f B⊆. 

 יתרה מכך, מתקיים: 

 
 טענה

 תמונת הפונקציה שווה לטווח הפונקציה אם ורק אם הפונקציה היא על.

 
 הוכחה

פונקציה   f:בהינתן  A B→  השוויון  ,Im f B=  ש־  קולש }לכך  }( )B f a a A= ∈ ,

)הוא מהצורה  Bכלומר שכל איבר של  )f a  עבורa A∈ מסוים, כלומר ש־ f .היא על  
 

שאם נובע  זו  כך   מטענה  הפונקציה  טווח  את  לשנות  ניתן  על,  אינה  מסוימת  פונקציה 

שהפונקציה תהיה על. כל שיש לעשות הוא להגדיר את טווח הפונקציה כתמונת הפונקציה. 

לנו   המוכרת  הפונקציה  f:לדוגמה,  →   ,2( )f x x=   נגדיר אם  אך  על,  אינה 

: [0, )g → ∞  ,2( )g x x=נקבל ש־ ,g    0]היא על. זאת מפני שהקבוצה, היא תמונת    ∞(

 .g, ולכן גם תמונת הפונקציה fהפונקציה 

 
 23שאלה 

 מצאו את התמונה של כל אחת מהפונקציות הבאות: 

) א. ) 2 1f x x= )2 .ב  + ) 3 1f x x x= − +  

)1 ג. ) 1f x
x

= )ד.   + ) 1 , : [0, )f x x f= + ∞ →   

) ה. )f x x=       .ו( ) , : [0, )f x x f= − ∞ →    
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 24שאלה 

f:נתונה פונקציית הערך המוחלט:  →  ,( )f x x=. 

 הפונקציה כך שתהיה על? ניתן לשנות את טווח איך

 
 

 פונקציה זוגית/אי־זוגית 

 אם מתקיים השוויון  זוגיתנקראת  fממשית   פונקציה

  ( ) ( )f x f x− = 
 .fבתחום ההגדרה של  xלכל 

)2לדוגמה, הפונקציה  )f x x= היא זוגית כי 

  2 2( ) ( ) ( )f x x x f x− = − = = 
 ממשי. xלכל 

אם   מכך,  הפונקציה    nיתרה  אז  זוגי,  מספר  )הוא  ) nf x x=    נובעת זו  עובדה  זוגית.  היא 

 מחוקי החזקות: 

  ( )( ) ( ) ( 1) ( 1)nn n n nf x x x x x− = − = − ⋅ = − ⋅ = 

)כי  1) 1n−  זוגי.  nלכל   =

 

הפונקציה   היות  מהשוויון   fעובדת  הפונקציה.  בגרף  ביטויה  את  מוצאת  זוגית 

( ) ( )f x f x= שנקודה    − )נובע  , )x y    אם ורק  אם  הפונקציה  גרף  על  הנקודה נמצאת 

( , )x y−   נמצאת על הגרף. לכן גרף הפונקציה סימטרי ביחס לציר ה־y נוכל לקבל את חלק .

. y, ביחס לציר ה־ yעל ידי שיקוף חלק הגרף שמימין לציר ה־  yהגרף שמשמאל לציר ה־

 לדוגמה:
 

 
 

 :אי־זוגיתבאופן דומה, נגדיר מהי פונקציה 

 נקראת אי־זוגית אם מתקיים fפונקציה ממשית  

  ( ) ( )f x f x− = − 
 .fבתחום ההגדרה של  xלכל 

)הוא מספר אי־זוגי, אזי  nנוכיח כי אם   ) nf x x= ,היא פונקציה אי־זוגית: כמקודם 

  ( ) ( ) ( 1)n n nf x x x− = − = − ⋅ 

)  ,אי־זוגי nעבור   1) 1n− = )ולכן   − ) ( )nf x x f x− = − = −. 
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ידי    מתקבל מהחלק הימני על  yבגרף של פונקציה אי־זוגית, חלק הגרף שמשמאל לציר ה־ 

. דבר זה נובע מכך שנקודה y, ואחר כך ביחס לציר ה־ xפעולת שיקוף כפולה: ביחס לציר ה־ 

( , )x y  נמצאת על גרף הפונקציהf  אם ורק אם הנקודה( , )x y−  נמצאת על הגרף. −

 
 25שאלה 

0xגית המוגדרת בנקודה פונקציה אי־זו fהוכיחו שאם  (0), אז = 0f =. 
 

 הגרף של פונקציה אי־זוגית טיפוסית נראה אפוא כך: 

 

 
 

)3לדוגמה, גרף הפונקציה  )f x x= :נראה כך 

 

 
 
 

 פונקציה עולה/יורדת

 אם מתקיים לגביה התנאי הבא: עולה נקראת  fפונקציה ממשית  

  ( ) ( )a b f a f b< ⇒ < 

 .fבתחום ההגדרה של  b־ו aתנאי זה נדרש להתקיים עבור כל 
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   את לבטא  נוכל  מילולי  באופן 
התנאי הזה כך: כשערך המשתנה גדל,  

 גם ערך הפונקציה גדל.
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הפונקציה,   של  הגרף  בכיוון  ה  fבמונחי  (כלומר  מעלה  מטפס  שלה  הגרף  אם  עולה  יא 

ה־ ציר  של  ה־ yהחיובי  ציר  של  החיובי  בכיוון  (כלומר  יותר  ימינה  שמתבוננים  ככל   (x (

 בגרף:
 

 
 

 אם מתקיים:  יורדתנקראת  fבאופן דומה, פונקציה ממשית 

  ( ) ( )a b f a f b< ⇒ > 

 .fבתחום ההגדרה של  bו־ aלכל 

 מבחינה גרפית, פונקציה יורדת טיפוסית תיראה כך: 

 

 
 

)לדוגמה, נתבונן בפונקציה הלינארית   ) ( 1) 2f x x= −: 

 

 
 

 עולה:  fנוכיח ש־

ש־ 1נניח  2,x x  וש־ ממשיים  1מספרים  2x x<.    1:  1נחסר 21 1x x− < ב− נחלק  :  2־ . 

1 2( 1) 2 ( 1) 2x x− < 1וקיבלנו  , − 2( ) ( )f x f x<.כנדרש , 

 

   המשתנה כשערך  מילולי:  באופן 
 . קטןגדל, ערך הפונקציה 
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 26שאלה 

 fעולה, ואם יש ל־  fשיפוע חיובי אז    fפונקציה לינארית. הוכיחו שאם יש ל־   fתהי  

 יורדת.  fשיפוע שלילי אז 

 
 27אלה ש

)הוכיחו שהפונקציה  א. )f x x= .עולה 

)הוכיחו שהפונקציה  ב. )f x x=  יורדת. −

 
 28שאלה 

1פונקציה ממשית, ונניח ש־ fתהי  2,x x  בתחום ההגדרה שלf. 
 

1עולה אז קיימת שקילות  fהוכיחו שאם  א. 2 1 2( ) ( )x x f x f x< ⇔ <. 

1יורדת אז קיימת שקילות  fהוכיחו שאם  ב. 2 1 2( ) ( )x x f x f x< ⇔ >. 

 
 

 ירידהועלייה תחומי 

עלייה או ירידה. נתבונן, למשל,   לא כל הפונקציות שומרות על מגמה קבועה בתחום הגדרתן:

 בפונקציה הבאה:
 

 

 

 

 

 

 

 

בקטע   ירידה  במגמת  נמצאים  הפונקציה  שערכי  לראות  בקטע  [1,3]ניתן  עלייה  במגמת   ,

[3,  . באופן מתמטי נגדיר תופעה זאת כך: [4,5], ושוב במגמת ירידה בקטע  [4
 

בקטענקראת    fפונקציה   הצמצום  ( I  עולה  אם  הגדרתה)  לתחום  הוא  Ifהחלקי 

 פונקציה עולה.

 נקציה יורדת.הוא פו Ifאם  I  בקטע יורדתהפונקציה נקראת 

אחרות,   ב־   fבמילים  לכל    Iעולה  1אם  2,x x I∈    1המקיימים 2x x< מתקיים  ,

1 2( ) ( )f x f x< ;f  יורדת ב־I  1אם לכל 2,x x   1כנ"ל מתקיים 2( ) ( )f x f x>. 
 

(עלייה/ירידה)   fלקטעים שבהם    fחלוקת תחום ההגדרה של   שומרת על מגמה קבועה 

 .f מציאת תחומי העלייה והירידה שלנקראת 
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)2נתבונן, למשל, בפונקציה  )f x x=: 

 

 
 

,0]ניתן לראות שהפונקציה עולה בקטע   ), ויורדת בקטע  ∞(  . נוכיח זאת במדויק. ∞−[0,
 

,0]הפונקציה עולה ב־ • )∞. 
1  יהיו 2, [0, )x x ∈ 1מספרים המקיימים   ∞ 2x x<. 

על   1מההנחה  2,x x   ש־ 1נובע  20 , 0x x≥ האי≤ את  להעלות  ניתן  לכן  שוויון ־. 

1 2x x<   2בריבוע. נקבל 2
1 2x x< 1, כלומר 2( ) ( )f x f x< .כנדרש , 

 
)הפונקציה יורדת ב־ • ,0]−∞. 

1יהיו   2, ( ,0]x x ∈ 1מספרים המקיימים   ∞− 2x x<. 

2אז  10 , 0x x≤ 1  , ולכן: ≥ 20, 0,x x− ≥ − ≥ 

1  מתכונת היפוך האי־שוויון נקבל: 2x x− > −  

,0]עולה ב־ fכעת ננצל את מה שכבר הוכחנו:   . לכן: ∞(

  1 2( ) ( )f x f x− > − 

הפונקציה   )2אבל  )f x x=    ולכן זוגית,  1היא  1( ) ( )f x f x− 2ו־  = 2( ) ( )f x f x− = .

1מכאן נקבל   2( ) ( )f x f x>. □ 
 

)3כעת נתבונן בפונקציה  )f x x=: 
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 29שאלה 

)3הוכיחו שהפונקציה  )f x x= .עולה 

,0]הוכיחו תחילה שהפונקציה עולה בקטעים   הדרכה: )ו־ ∞( ,0]−∞. 

 

 להכליל את התופעות שהתגלו לחזקות גבוהות יותר. ניתן

 
 30שאלה 

)מספר טבעי, ונתבונן בפונקציה  nיהי   ) nf x x=. 
 

,0]עולה ב־ fמספר זוגי, אז   nהוכיחו שאם  א. )ויורדת ב־ ∞( ,0]−∞. 
 עולה בכל הישר. fאי־זוגי אז   nהוכיחו שאם  ב.
 

)1כדוגמה נוספת נתבונן בגרף הפונקציה  )f x
x

=: 

 

 
 

 31שאלה 

)תהי  ) 1f x x=. 

 פונקציה אי־זוגית.  fהוכיחו ש־ א.

)ורדת ב־ י fהוכיחו ש־ ב. ,0)וב־  ∞−(0, )∞. 

 יורדת בכל תחום הגדרתה? fהאם  ג.

 
 

 פונקציות מונוטוניות 

נקרא    פונקציהל הגדרתה  תחום  בכל  יורדת)  או  עולה  (כלומר:  קבועה  מגמה  על  השומרת 

 .פונקציה מונוטונית

 .I־ב  מונוטונית fמסוים, נאמר ש־ Iשומרת על מגמה קבועה בקטע   fאם פונקציה 
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)למשל, הפונקציות    –בדוגמאות קודמות הכרנו פונקציות מונוטוניות   1) 2x  3x(עולה),    −

חיובי   −x(עולה),   (עולה אם שיפועה  לינארית שאינה קבועה  פונקציה  כל  וכן  (יורדת), 

שלילי הוא  אם  עלייה ויורדת  לתחומי  ההגדרה  תחום  את  לחלק  ניתן  איך  ראינו  כן,  כמו   .(

 וירידה. תחומים אלה הם קטעים שבהם הפונקציה מונוטונית. 

 

 נוכיח את התכונה הבאה:

 .כל פונקציה מונוטונית היא חח"ע

 
 הוכחה

 היא פונקציה עולה או פונקציה יורדת. fפונקציה מונוטונית. לפי ההגדרה,  fתהי 

1, וש־fשייכים לתחום ההגדרה של  2xו־  1xעולה, ונניח ש־ fנניח ש־ 2x x≠. 

 אים:בנפרד במקרים הב נתבונן

1אם  • 2x x<  1, אז 2( ) ( )f x f x<  כי)f  1עולה), ובפרט 2( ) ( )f x f x≠. 

1אם  • 2x x>  1, אז 2( ) ( )f x f x>  כי)f  1עולה), ובפרט 2( ) ( )f x f x≠. 

1לכן בכל המקרים  2( ) ( )f x f x≠. 

 במקרה זה יתקיים: יורדת דומה.  fההוכחה למקרה ש־

  1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( )

x x f x f x

x x f x f x

< ⇒ >

> ⇒ <
 

1ושוב,  2( ) ( )f x f x≠.   

 
 

 פונקציות מחזוריות 

 בפונקציה הבאה: נתבונן

 

 
 

 הוא מספר חיובי מסוים.  pבאיור זה 

גרף הפונקציה בקטע   ,0]ניתן לראות שגרף הפונקציה הוא מחזורי: מתוך  ]p    נוכל לשחזר

 את גרף הפונקציה המלא על ידי הדבקת עותקים של הגרף המצומצם לאורך הישר.
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 מתמטית, תופעה זו מוגדרת כך:

0pקיים מספר ממשי   אם מחזוריתנקראת  fפונקציה ממשית    השוויונותכך ש <

  ( ) ( ) ( )f x p f x f x p− = = +  

 . fבתחום ההגדרה של  xלכל מתקיימים 

 .fשל הפונקציה מחזור ה נקרא  מיםמתקיי נות אלההקטן ביותר שעבורו שוויו pהמספר  
 

 מתקיים: x, אז לכל  pמחזור   תפונקציה מחזורית בעל  fנשים לב שאם 

  ( ) ( ) ( ) ( )f x f x p f x p p f x p p p= + = + + = + + + = 

)  וכן  ) ( ) ( ) ( )f x f x p f x p p f x p p p= − = − − = − − − = 

) שלם מתקיים: nולכן לכל   ) ( )f x f x np= + 
 

(בנושא טריגונומטריה) נכיר דוגמאות רבות לפונקציות מחזוריות. בינתיים נכיר   9בשיעור  

 את הדוגמה הבאה:

) נתבונן בפונקציה )f x x= 

 ). 74 ראו בעמוד – x(החלק השברי של 

 כזכור, גרף הפונקציה נראה כך: 
 

 
 

 טענה

)הפונקציה  )f x x=  1מחזורית, ומחזורה הוא. 

 
 הוכחה

1xמתקיים  xשלכל   נוכיח x= +. 

nנסמן   x=     החלק השלם של)x –  73 עמודבראו .( 

1n מהגדרת החלק השלם נובע: x n≤ < + 

1 לכן:  1 2n x n+ ≤ + < + 

1 בע מיידיתמכאן נו 1x n+ = +   

 לכן 

  1 ( 1) 1 1 ( 1)x x x x n x n x x x+ = + − + = + − + = − = − =       

1xהוכחנו ש־ x= 1xמשוויון זה נובע (בהצבת   .+  :)xבמקום  −
  1x x− = 
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קיים   שלא  נוכיח  0לבסוף,  1p< xהמקיים    > p x+ קיים  pלכל    = היה  אילו   :p 

0xכזה, היה מתקיים בפרט (עבור   = :(0 0p+ 0p, כלומר  = = . 

0מכך ש־  אבל 1p< 0p-, נקבל ש> =    0, לכןp p p p p= − = − =   . 

0pלכן      כזה. p, בסתירה להנחה. בכך הראינו שלא קיים  =

 
 32שאלה 

)הוכיחו שהפונקציה  )2( )f x x= .היא מחזורית 

 כיצד נראה הגרף של פונקציה זו?

 
 

 פעולות בפונקציות 

כה, פונקציות   עד  של  שונים  מאפיינים  על  ולמדנו  הפונקציה  מושג  את  הכרנו 

בין   פעולות  לביצוע  דרכים  נכיר  כעת  מחזוריות).  מונוטוניות,  זוגיות,  על,  (חד־חד־ערכיות, 

 ות חדשות מפונקציות קיימות.פונקציות, שבאמצעותן ניתן לקבל פונקצי

 
 

 פעולות חשבוניות בין פונקציות 

f,בהינתן פונקציות ממשיות   g  נתבונן בביטוי ,( ) ( )f x g x+  ביטוי זה מוגדר לכל .x   שבו

)מוגדרים  )f x  ו־( )g x. 

fבאופן זה מתקבלת פונקציה חדשה, שסימונה הוא  g+  :וערכיה הם 

  ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = + 

fנקרא לפונקציה  מטבע הדברים, g+ סכום הפונקציות f  ו־g. 

 

f  פונקציית ההפרשבאופן דומה מוגדרות  g− פונקציית המכפלה ו fg: 

  ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x− = − 

  ( )( ) ( ) ( )fg x f x g x= 

) כך: nfטבעי, נגדיר את החזקה  nלכל  )( )( ) ( ) nnf x f x= 

fכעת נגדיר את פונקציית המנה  g: ( )( )
( )

f f xx
g g x

  = 
 

 

של   ההגדרה  fתחום  g    המספרים קבוצת  )שעבורם    xהוא  )f x   ו־( )g x   וכן מוגדרים 

( ) 0g x ≠. 
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 33שאלה 

1 נתונות הפונקציות  2( ) , ( )
2 3

x xf x g x
x x
+ += =
+ +

 

 מצאו את תחום ההגדרה של כל אחת מהפונקציות הבאות ובטאו אותה באופן מפורש: 

f א. g+ .ב  f g− .ג  f g⋅ 

f ד. g .2  הf g− 
 
 

 הרכבת פונקציות 

 , נתבונן בביטוי הבא: gו־  fבהינתן פונקציות ממשיות  

  ( )( )f g x 

 .fבפונקציה  gונקציה משמעות ביטוי זה היא הצבת ערך הפ
 

f, ומסומנת כך:  gעם   f ההרכבה שלבאופן זה מתקבלת פונקציה הנקראת  g . 

 ערכי הפונקציה נתונים על ידי הנוסחה

  ( )( )( ) ( )f g x f g x= 

ההרכבה   פונקציית  של  ההגדרה  fתחום  g   המספרים קבוצת  )שעבורם    xהוא  )g x 

 .fשייך לתחום ההגדרה של מוגדר, ו

 

על לחשוב  נוח  ההגדרה,  הבנת  (מספר    fפונקציה    לצורך  קלט  המקבלת  מכונה  ) xכעל 

)ומחזירה פלט (הערך   )f x:( 
 

 
 

f, המיוצגות כמכונות, נבנה מהן מכונה חדשה gו־   fבהינתן שתי פונקציות  g   הפועלת

 כך: 

 .gנכנס אל המכונה  xהקלט  א.

 .fמוזן כקלט אל המכונה  gהפלט של המכונה  ב.

fהוא הפלט של המכונה  fהפלט של המכונה  ג. g .כולה 
 

 תהליך זה מוצג בתרשים הבא: 
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fכדי לחשב בפועל את פונקציית ההרכבה  g נתבונן בביטוי ל־ ,( )f x   ונחליף בו כל מופע

)בביטוי ל־  xשל  )g x במילים אחרות, נציב .( )x g x→. 
 

 לדוגמה:
 

)2אם  א. )f x x= ו־( ) 1g x x= ), אז + ) 2( ) ( 1)f g x x= +. 

)2אם  ב. )f x x x= )1 ו־ + )
3

g x
x

=
+

), אז  )
21 1( )

3 3
f g x

x x
 = + + + 

. 

 

 .tדרך נוספת לחשב פונקציית הרכבה היא בעזרת משתנה־עזר,  

עבור   ביטוי  תחילה  )כותבים  )f t    החלפת ידי  בביטוי tב־   xעל  מציבים  מכן  לאחר   .

)שהתקבל   )t g x=. 

)2  בדוגמה ב לעיל נכתוב )f t t t= )1ונציב  + )
3

t g x
x

= =
+

: 

  ( )
2

2 1 1( ) ( ) ( )
3 3

f g x g x g x
x x

 = + = + + + 
 

 
 34שאלה 

fחשבו בכל אחד מהמקרים את פונקציית ההרכבה  g .וציינו מהו תחום הגדרתה , 
 

)3 א. ) , ( ) 2f x x g x x= = 

) ב. ) , ( )
1

xf x g x x
x

= =
−

 

) ג. ) , ( ) 3 5f x x g x x= = − 

)1 ד. ) ( )f x g x
x

= = 

1 ה. 2 1( ) , ( )
2 3

x xf x g x
x x
− += =
− +

 

)3 ו. ) 2 , ( )f x x g x x= = 

 

ו בשאלה האחרונה. לפיהן, עבור    מעניין בין תוצאות סעיף א וסעיף  )להשוות  ) 2g x x= ,
3( )f x x=: 

  
3 3

3

( )( ) (2 ) 8

( )( ) 2

f g x x x

g f x x

= =

=





 

f: בדרך כלל פעולת ההרכבה אינה פעולה חילופיתמהשוואה זו נובע ש g g f≠ . 

 
 

 פונקציה הפוכה

הא למושג  אחד  שהכרנו  חד־חד־ערכית'פיונים  פונקציה    'פונקציה  f:היה:  A B→   היא

aחד־חד־ערכית אם ניתן לשחזר איבר  A∈  מערך הפונקציה( )f a. 
 

    אך יותר,  ארוכה  היא  זו  דרך 
 חסינה יותר מטעויות חישוב.

 252  התשובה בעמוד   

 

File #0005911 belongs to Rhys Golden Manasherov-  do not distribute

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 93     : פונקציות6שיעור 

 מיוצגת על ידי דיאגרמת החיצים הבאה: fנניח, לדוגמה, שהפונקציה 

 

 
 

מתוך   לשחזר  )כדי  )f a    אתa פונקציה נקבל  זו  בדרך  החיצים.  כיוון  את  להפוך  עלינו   ,

 , והטווח שלה הוא : fשתחום הגדרתה הוא תמונת 

 

 
 

1fומסומנת כך:   fהפונקציה ההפוכה ל־פונקציה זו נקראת  −. 

1fכאמור,    היא בעלת התחום והטווח הבאים: −

  1 : Imf f A− → 

 : בבית קפה מוצג התפריטנתבונן, למשל, בדוגמה שראינו בעבר

 שקלים 5 קפה .................. 

 שקלים  3....................  תה

 שקלים 7 עוגה .................
 

ו  Aנסמן   עוגה}  תה,  {קפה,   = שבתפריט  המוצרים  קבוצת  f:־=  A →    פונקציית

 המחיר.

f :היא חח"ע, ומיוצגת על ידי דיאגרמת החיצים 
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1הפונקציה ההפוכה,  : {3,5,7}f A−  רמה:, מיוצגת על ידי הדיאג→

 

 
 

שקלים?".   חמישה  עולה  "מה  השאלה  על  בקלות  לענות  נוכל  ההפוכה  הפונקציה  בעזרת 

f(5)1התשובה היא   = קפה.  −
 

חח"ע היא חיונית להגדרת הפונקציה ההפוכה. אם היו שני מוצרים   fנשים לב לעובדה ש־

 תה חד־משמעית. בעלי אותו מחיר, הגדרת הפונקציה ההפוכה לא הי
 

 באופן כללי נוכל לאפיין את הדרישות מהפונקציה ההפוכה כך:

  1( ) ( )f a b a f b−= ⇔ = 

עבור   נדרשת להתקיים  זו  aשקילות  A∈  ו־Imb f∈ מייצגת את היא  1fהעובדה ש־   .  − 

)מתוך  aמשחזרת את   )f a:כפי שניתן לראות מהדיאגרמה הבאה , 

 

 
 

 משקילות זו נובעים השוויונות הבאים:

a(לכל  A∈( ( )1 ( )f f a a− = 

Imb(לכל  f∈( ( )1( )f f b b− = 

 
 

 פונקציה הפוכה לפונקציה ממשית 

1fהיא פונקציה ממשית חח"ע. כדי למצוא את   fנניח ש־  , עלינו לפתור את המשוואה−

  ( )f x y= 
 כנעלם. xכנתון, ול־ yתוך התייחסות ל־

)1 שנקבל יקיים:  xהפתרון   )x f y−= 
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 נתבונן בדוגמאות: 
 

)תהי  א. ) 3 1f x x= 1f. כדי למצוא את  +   , נפתור את המשוואה :−

  3 1x y+ = 

3 משני האגפים: 1נחסר    1x y= −⇒ 

1 : 3נחלק ב־ 
3

yx −
=⇒ 

1 לכן:   1( )
3

yf y− −
= 

1 לבסוף, נחליף את שם המשתנה:  1( )
3

xf x− −= 

(3)לדוגמה,   3 3 1 10f = ⋅ + 1 , ובהתאם לכך, = 10 1(10) 3
3

f − −= = 
 

)2תהי  ב. ) , : [0, )f x x f= ∞ → . 

 f   0]עולה בקטע,  ולכן חח"ע.  ,∞(

הקטע    fתמונת    ,0]היא  את  ∞( למצוא  כדי   .1f ש־− נניח   ,  Imy f∈ כלומר  ,

0y  , ונתבונן במשוואה:≤

  2x y= 

0x, כלומר fלתחום ההגדרה של שייך  xו (בהנחה ש־זמשוואה  נפתור  ≥ :( 

    x y=⇒ 

)1 לכן   )f y y− = 

)1 ובהחלפת שם משתנה  )f x x− = 
  

עבור    בריבוע  לפונקציית ההעלאה  הפונקציה ההפוכה  היא  קיבלנו שפונקציית השורש 

פעולה  היא  השורש  הוצאת  כך שפעולת  עם  מתיישב  זה  אי־שליליים. ממצא  מספרים 

 הפוכה להעלאה בריבוע. 

 
 35שאלה 

 מצאו את הפונקציות ההפוכות לפונקציות הבאות: 
 

) א. ) 2f x x= 

: ב. [0, )f ∞ →  ,2( ) 1f x x= + 

: ג. ( ,0]f −∞ →  ,2( )f x x= 

: ד. [1,3] [5,7]f → ,( ) 4f x x= + 

: ה. [0, )f ∞ →  ,2( )f x x x= + 
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 גרף הפונקציה ההפוכה

1fלבין גרף הפונקציה ההפוכה    fלהבין את הקשר בין הגרף של פונקציה ממשית    כדי − ,

)1 נתבונן בשקילות:  ) ( )y f x x f y−= ⇔ = 

 במונחי גרף הפונקציה, ניתן להציג שקילות זו כך:
 

0 0( , )y x היא נקודה 

1fעל גרף הפונקציה  − 

⇔ 0 0( , )x y היא נקודה 

 fעל גרף הפונקציה 
 

0כעת נתבונן במערכת הצירים הקרטזית בנקודות   0( , )x y ,0 0( , )y x  ובישר ,y x= : 
 

 
 

yהישר   x=    זווית של . ארבע הנקודות המסומנות  yועם ציר ה־   xעם ציר ה־  45יוצר 

הן בשיעור  קודקוד  באיור  שנכיר  גיאומטריים  (ומשיקולים  מכאן  ריבוע.  של  נובע 8יו   (

0שהנקודה  0( , )y x  0היא בבואת־ראי של הנקודה 0( , )x y  ביחס לישרy x=. 
 

 מהבחנה זו נובע הכלל הבא: 
 

 רף הפונקציה ההפוכה לפונקציה נתונה הוא שיקוף של גרף הפונקציה ג
yהנתונה ביחס לישר  = x. 

 

לפונקציה  לדוגמה ההפוכה  שהפונקציה  ראינו   ,2( )f x x=    0]בקטע, היא    ∞(
1( )f x x−  . נשרטט את הגרפים של שתי הפונקציות יחדיו:=

 

 

   8על זוויות נלמד בשיעור. 
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 36שאלה 

פונקציה   כל  של  fעבור  הגרפים  את  שרטטו   ,f  1  ו־f השיקוף וויחדיו,    − שכלל  דאו 

 מתקיים:

f: א. →  ,( ) 2 1f x x= +. 

: ב. [0, )f ∞ →  ,( ) 1f x x= +. 

: ג. [0, )f ∞ →  ,2( )f x x= −. 

 
 

 הזזה, מתיחה ושיקוף במקביל לצירים

גרף  של  גיאומטרי  לשינוי  המיתרגמות  בפונקציות  פשוטות  פעולות  על  נלמד  זה  בסעיף 

 הפונקציה.

 

 הוספת קבוע לפונקציה  א.

 ומספר קבוע, נתבונן בפונקציה:  fבהינתן פונקציה ממשית  

   ( ) ( )g x f x c= + 

של    yלשיעורי־   cבוע  על ידי הוספת הק  fמתקבל מגרף הפונקציה    gגרף הפונקציה   

 נקודותיו.

אם    0cלכן,  הפונקציה  < גרף   ,g    גרף של  מעלה  כלפי  הזזה  של    fהוא   cבשיעור 

 יחידות: 
 

 
 

אם    0cבדומה,  גרף  > כלפי מטה של  הזזה  הוא  הגרף המתקבל   ,f    של  cבשיעור 

 יחידות: 
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 בקבוע חיובי פונקציה הכפלת  ב.

0cיהי     , ונתבונן בפונקציה הבאה:<

  ( ) ( )g x c f x= ⋅ 

 .cשל נקודות הגרף ב־ yעל ידי הכפלת שיעורי־ fמתקבל מהגרף של  gשל  הגרף 

ש־  1cבמקרה  של  < ביחס  הפונקציה  גרף  מתיחת  היא  זו  פעולה  משמעות   ,1 : c 

 .yבמקביל לציר ה־

0  במקרה ש־  1c< 1, המשמעות היא כיווץ של גרף הפונקציה ביחס של  > : c    במקביל

 .yלציר ה־

 :לדוגמה 

 
 

 בקבוע שלילי  פונקציה הכפלת  ג.

 נתבונן בפונקציה: 

  ( ) ( ) ( 1) ( )g x f x f x= − = − ⋅ 

באותה נקודה. לכן הגרף   fבכל נקודה הוא המספר הנגדי לערך של    gערך הפונקציה   

 .xביחס לציר ה־ fגרף הפונקציה  שיקוףממתקבל  gשל 
 

 
 כעת, בהינתן הפונקציה 

  ( ) ( )g x c f x= ⋅ 
 כלשהו, נוכל להציג  שלילימספר  cכש־ 

  ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )g x c f x c f x= − ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ 

של    הגרף  את  לקבל  ניתן  של    gלכן  הגרף  שיקוף  שלבים:  הגרף fבשני  ומתיחת   ,

 .cהמתקבל בהתאם לערכו המוחלט של 
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  פונקציה הוספת קבוע למשתנה ה  ד.
 נתבונן בפונקציה: 

  ( ) ( )g x f x c= + 

לסימנו   מנוגד, בכיוון  x־ במקביל לציר ה  f  על ידי הזזת הגרף שלמתקבל    gהגרף של   

 .cשל 

  

של    הגרף  )לדוגמה,  ) ( 2)g x f x= של    + הגרף  הזזת  ידי  על  יחידות   fמתקבל  שתי 

 : שמאלה 
 

 
 

0ההסבר לתופעה זו הוא שאם    0( , )x y    נקודה על גרף הפונקציהf  0, אז 0( )y f x= ,

0לכן   0 0( 2 2) ( 2)y f x g x= − + = 0ומכאן שהנקודה    − 0( 2 , )x y−   היא נקודה על

 .gגרף הפונקציה 

 

 בקבוע   פונקציה הכפלת משתנה ה  ה.

 נתבונן בפונקציה: 

  ( ) ( )g x f cx= 

0cעבור     , קבוע כלשהו.≠

 דרך הבאה: ב fהגרף של ממתקבל  gהגרף של  

1cאם  • :ביחס של   xבמקביל לציר ה־ f, יש לכווץ את הגרף של  < 1c. 
0אם  • 1c< :ביחס של   xבמקביל לציר ה־ f, יש למתוח את הגרף של  > 1c. 
1cאם   • = )(כלומר    − ) ( )g x f x= ביחס לציר    f), יש לשקף את גרף הפונקציה  −

 .yה־
0cאם  •  לבצע שילוב של שיקוף ומתיחה/כיווץ לפי השוויון:, יש >

 ( )( ) ( ) ( )g x f c x= − ⋅ − 
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 להבהרה נתבונן בדוגמאות הבאות:  

 

 
 

גרף  לסיכום, ראינו שהוספה של קבוע לפונקציה או למשתנה הפונקציה מביאה להזזה של 

 הפונקציה במקביל לצירים. 
 

שאינו   בקבוע  הפונקציה  משתנה  או  פונקציה  של  שהכפלה  ראינו  כן,  מביאה   0כמו 

ביחס   הפונקציה  גרף  של  שיקוף  ו/או  לצירים,  במקביל  הפונקציה  גרף  של  למתיחה/כיווץ 

 אליהם. 
 

)2  בתחילת שיעור זה ביטאנו את הפונקציה הריבועית )f x ax bx c= +  כך:  +

  
2

( )
2 4
b Df x a x
a a

 = ⋅ + − 
 

 

)2דומה בצורתו לגרף הפונקציה  fמדוע גרף הפונקציה   כעת נוכל לנמק )g x x=: 
 

הפונקציה   • )גרף  )21( ) (2 )f x x b a= של    + מהגרף  )2מתקבל  )g x x=   הזזה ידי  על 

 .xבמקביל לציר ה־

)גרף הפונקציה   • )22 ( ) (2 )f x a x b a⋅= על ידי מתיחה/כיווץ   1fמתקבל מהגרף של    +

 .aו/או שיקוף, בהתאם לערכו של 

הפונקציה   • )גרף  )2( ) (2 ) (4 )f x a x b a D a⋅= + של    − מהגרף  ידי   2fמתקבל  על 

 .yה־הזזה במקביל לציר 
 

 הוא פרבולה. fלכן גרף הפונקציה הריבועית 
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 37שאלה 

)3נתון גרף הפונקציה  )f x x=: 
 

 
 

 בעזרת גרף זה, שרטטו את הגרפים של הפונקציות הבאות: 
 

)3 א. ) 1g x x= + 

)3 ב. ) ( 1)g x x= − 

)3 ג. ) 2g x x= − 

 
 

 6סיכום שיעור 

בשיעור זה הכרנו את מושג הפונקציה וראינו דוגמאות רבות לפונקציות ממשיות. למדנו איך 

כיצד  גם  פונקציות. למדנו  בין  פעולות  לבצע  וכיצד  פי תכונות שונות  על  פונקציות  לאפיין 

ש לפי  גרפי  באופן  פונקציות  כךלייצג  דקארט.  של  האלגבריים    ,לפתע  ,יטתו  הביטויים 

 שהכרנו בעבר קמו לתחייה ולבשו צורה מוחשית.
 

ומאפשרת   שלפנינו  הפונקציות  מהות  להבנת  כלל,  בדרך  תורמת,  הוויזואלית  ההמחשה 

חשיבה אינטואיטיבית. המוח האנושי רגיל לעבד אינפורמציה חזותית במהירות רבה ולגבש 

 תובנות לגביה.
 

זו המאפשרת ראייה רחבה של האינטואיטיבית חשובה מאוד במתמטיקה, כי היא    החשיבה

בעיות ופריצת נתיבים אל פתרונן. יחד עם זאת, חשוב לשלב איתה חשיבה פורמלית יותר, 

חשוב  יהיה  זה  דבר  מתמטי.  טיעון  של  במסגרת  האינטואיטיביים  הרעיונות  את  שתעגן 

בעתי שתלמדו  האקדמיים  בקורסים  ולהבין  במיוחד  להוכיח  חשוב  הנוכחי  בקורס  גם  ד. 

לעומק. יחד עם זאת, במקרים מסוימים נוכל להסתפק, לעת עתה, בהסקת מסקנות ישירה 

תחומי העלייה   מגרף הפונקציה. לדוגמה, בהינתן הגרף של פונקציה ריבועית, נסיק ממנו את

 והירידה של הפונקציה מבלי להוכיח זאת בצורה פורמלית ומלאה.
 

לפונקציות,   מעניינות  דוגמאות  עוד  נכיר  הקורס  מתוחכמות  בהמשך  דרכים  על  נלמד  וגם 

 לחקירת תכונותיהן.
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 שאלות להערכה עצמית
 

 38שאלה 

ה נקודות  את  מצאו  מהפונקציות  אחת  כל  ואת    מפגשלגבי  הצירים  עם  הפונקציה  גרף  של 

 תחומי העלייה והירידה, ושרטטו את גרף הפונקציה:
 

) א ) 5f x x= )ב.   − ) 5f x x= − 

)2 ג. ) 2 7 3f x x x= − )2ד.   + )f x x x= − 
 

  39שאלה 

) תהיינה:  )g x x= ,{ 5( ) 2 3
10xf x x

xx= ≤ ≤
≤ ≤ 

fחשבו את פונקציית ההרכבה  א. g. 

 .fמצאו את תמונת הפונקציה  ב.

1fמצאו את   ג. −. 

 
 40שאלה 

)תהי  )f x x=     מצאו קבוצה אינסופית .A כך ש־Af  .חח"ע 

 
 41שאלה 

 ציה ממשית. פונק fתהי 

1fעולה אז  fהוכיחו שאם  1fיורדת אז   fעולה, ואם  −  יורדת.  −

 
 42שאלה 

 נתבונן בפונקציה: 
100

1
( ) ( )

i
f x x i

=
= −∏ 

 מצאו את נקודות המפגש של גרף הפונקציה עם הצירים. 

 
 43שאלה 

fהן פונקציות לינאריות, אז    gו־  fהוכיחו שאם   g+  ו־f g   .הן פונקציות לינאריות

 מר על השיפועים של פונקציות אלה?אמה ניתן ל
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 7 שיעור
 חזקות ולוגריתמים 

 

 

 פעולות הקשורות אליה.שיעור זה יוקדש להבנה מעמיקה של פעולת החזקה ושל 

 

 בעבר הגדרנו חזקה טבעית של מספר ממשי כך:

  
1

· · ·...·
n

i

na a a a a a
=

== ∏

 

 .מעריך החזקה נקרא  n, ו־בסיס החזקהנקרא  a, הגדרה זוב

 

0 בנוסף הגדרנו: 1a =  
 

0aועבור   1 , הגדרנו ≠
n

na
a

− = 

 של מספרים ממשיים.  חזקות שלמות באופן זה הגדרנו 
 

הוא  והמעריך  חיובי  לכל מצב שבו הבסיס  פעולת החזקה  בהרחבת ההגדרה של  נדון  עתה 

נקפיד על כך שהחוקים שהכרנו בעבר  ר ממשי.  מספ זו  ימשיכו   –חוקי החזקות    –בהגדרה 

 להתקיים עבור תחום הערכים החדש.  

 
 

 חזקות רציונליות 

 הוא מספר חיובי כלשהו. אנו יודעים, כאמור, להגדיר את החזקות  aנניח ש־

  

0

1

2

3

1

·
· ·

a

a

a
a

a

a
a a

aa

=

=

=

=

 

 

1אך מהי החזקה  2a  ומהי ?
2
7

3a? 

 

מונה   שבו  מהמקרה  נתחיל  חיובי,  מספר  של  רציונלית  חזקה  להגדיר  ,  1הוא    המעריךכדי 

1כלומר נגדיר את החזקה   na . 

) מספר זה צריך לקיים, לפי חוקי החזקות:  )1 (1 1·)n nn n aa a a= = = 

1 לכן נגדיר:  nna a= 

1לדוגמה,  2a a=  31ו־ 3a a=. 

n פעמים 
 a   ;מספר ממשיn   מספר טבעי 
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כללית:   רציונלית  חזקה  נגדיר  באשר  qaכעת   ,q    נסמן רציונלי.  מספר  qהוא  m n= ,

 מספר טבעי. nמספר שלם ו־ mכש־
 

 לפי חוקי החזקות, מתחייבת ההגדרה הבאה:

  ( ) ( ) ( )1 · 1 mm nm n n mq na a aa a= = = = 

) כלומר:  )mnm na a= 

 

 לפי הגדרה זו:לדוגמה, 

  ( )2 3 3 2 227 27 3 9= = = 

  ( ) ( )3 21.5 3 27 7 7 777 7⋅= == = 
 

 1שאלה 

 חשבו: 

1 א. 2ב.   216 )ג.   532 )1 31 8 

 ד.
1
ה.   −219

1
228  

 

רציונלי  הערה  מספר  בהינתן   :q  בצורה אותו  לבטא  שונות  דרכים  יש   ,q m n=    עם)m 

1טבעי). לדוגמה,    nשלם ו־ 2 2 4 3 6= שרשומה   qaשההגדרה לחזקה  ניתן להוכיח  .  =

זו  ).  131בעמוד    72ראו שאלה  (   כשבר   qאינה תלויה בבחירת הייצוג של  לעיל   לכן הגדרה 

 היא תקינה.

 
 

 חזקות ממשיות 

0aעבור    xaנעבור לדון בהגדרה הכללית של החזקה   מספר ממשי כלשהו.   xממשי ו־  <

מדויקת של פעולה זו חורגת ממסגרת הקורס הזה, אך נסביר את הרעיון שעומד  ההגדרה ה

 מאחוריה.
 

הוא מספר רציונלי, אז עבודתנו הושלמה, שכן כבר הגדרנו חזקות רציונליות.   xאם המעריך  

ש־ להת  xבמקרה  נוכל  רציונלי,  מספרים  אינו  ידי  על  אליו  אם קרב  לדוגמה,  רציונליים. 

2x את  = נפתח   ,x    :אינסופי עשרוני  x...1.4142135כשבר  בשברים  = ונתבונן   ,

 : xהעשרוניים הסופיים הבנויים מהספרות הראשונות של 

  1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, .... 

 

 :בדרך זו מתקבלת סדרה אינסופית. כל אחד מהמספרים שבסדרה זו הוא רציונלי

  14 141 1414, 1.41 , 1.414 , ...
10 100 1000

1.4 = == 
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. כעת נתבונן  xכפי שלמדנו בשיעור הראשון, מספרים אלה הולכים ומתקרבים אל המספר  

 בסדרת החזקות הבאה:

  1 1.4 1.41 1.414, , , , ...a a a a 

של  רציונלית  חזקה  מהי  הגדרנו  כבר  שכן  היטב,  מוגדרת  זו  שבסדרה  מהחזקות  אחת  כל 

מסוים,  גבולי  ערך  אל  ומתקרבים  הולכים  זו  בסדרה  שהערכים  להוכיח  ניתן  חיובי.  מספר 

 מוגדרת כערך זה.  xaחזקה הו

 

 פונקציית החזקה, מתקבלת aבאופן זה, עבור כל בחירה של  

  , ( ): → = 

xf x af 

2aלדוגמה, עבור  )נקבל את הפונקציה  = ) 2xf x  . גרף הפונקציה נראה כך: =

 

 
 

 בגרף זה תוכלו לזהות את הערכים בנקודות השלמות, לדוגמה:

  0 1 2 3(0) 2 1, (1) 2 2, 8(2) 2 4, (3) 2f f f f= = = = = = == 

  1 2 3( 1) 2 ( 2) 2
8

,1 1 1, ( 3) 2
2 4

f f f −− −− = = − = = − = = 

1 כמו כן:  2 121 2 1.4
2

f


≈  = = 


 

חיוביים שהולכים וגדלים, נגלה כי אלה הולכים וגדלים    xעבור ערכי־   yאם נתבונן בערכי־

רבה.   עבור  במהירות  64xלדוגמה,  הוא  = הפונקציה  ערך   ,64( ) 2f x עצום  = מספר   ,

 .5בגודלו. המחשה לכך ראינו ב"אגדה על ממציא השחמט" בשיעור 
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1aגרף דומה יתקבל עבור כל בחירה של   גדול יותר, כך יטפס הגרף במהירות   a. ככל ש־<

21פונקציות הבו־זמנית מוצגות רבה יותר. בגרף הבא  5 , ,. 3x x x : 

 

 
 

0עבור   1a< גדל, אך    xככל ש־  0הולכים ודועכים ל־  yמתקבלת תמונה הפוכה: ערכי    >

 שליליים.   x  מטפסים מעלה במהירות רבה עבור ערכי

 

)לדוגמה, הנה גרף הפונקציה  )( ) 1 2 xf x =: 
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)והנה הגרפים של הפונקציות  ) ( ) ( )2 3 , 1 2 , 1 3x x x  :יחדיו 

 

 
 
 

 פונקציות מעריכיות 

 לכל פונקציה מהצורה  פונקציה מעריכיתנקרא בשם 

  ( ) xf x ca= 

 . הם קבועים חיוביים cו־ aבהגדרה זו 

 

)פונקציה מעריכית יכולה להיות אפוא פונקציית חזקה   ) xf x a= או מכפלה שלה בקבוע ,

חיובי. לכן הגרף של פונקציה מעריכית זהה לגרף של פונקציית חזקה, או מתקבל ממנה על 

 .yידי מתיחה או כיווץ במקביל לציר ה־ 

 

1aבמקרה ש־ )נאמר שהפונקציה  < ) xf x ca=  גידול מעריכימייצגת. 

0במקרה ש־ 1a< ), נאמר שהפונקציה > ) xf x ca= דעיכה מעריכית מייצגת. 

 

 . נכיר כמה דוגמאות. הממשיהתופעות של גידול ודעיכה מעריכיים נפוצות בעולם 

 

 דוגמה ראשונה: ריבית בנקאית
שקלים בתוכנית חיסכון הנושאת ריבית שנתית בשיעור    Mאדם מפקיד סכום התחלתי של  

r 0.1 ,באחוזים. לדוגמה. שיעור זה מבוטא בדרך כללr  .  10%משמעותו ריבית של  =
 

נגדיר   אם  בעבר,  שניתחנו  1qכפי  r= שנתיים,    + שנה,  לאחר  החיסכון  בסכום  ונתבונן 

 :qשלוש, וכן הלאה, נקבל סדרה הנדסית שמנתה היא 
 

   nqM= naשנים  nסכום החיסכון לאחר  ⋅ = 
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על  תוך שמירה  עת,  בכל  לפדות את הכסף  הבנק מאפשר  ללקוח,  במסגרת שיפור השירות 

ריבית קבועה. משמעות הנחה זו היא ששיעור הריבית שצובר הסכום במשך תקופה מסוימת  

 תלוי רק באורך התקופה ולא בעיתויה.
 

יוכל   לחשב את הסכום שעומד לרשות החוסך בתום חודש מתקופת החיסכון? הבנק  כיצד 

 ימים? 53בתום חודשיים? בתום 
 

בדיוק   הוא  מנקודת ההנחה שחודש  נצא  1נתחיל מהשאלה הראשונה.  נסמן   12 של שנה. 

m, ונסמן  mrדש ב־ את הריבית עבור תקופה של חו m1q r= . בכל חודש סכום החיסכון  +

2, ולכן בשנה סכום החיסכון מוכפל פי mqמוכפל פי  
m

1q. 
 

 . מכאן מתקבל השוויון:qידוע לנו גם שסכום החיסכון מוכפל בשנה פי 

  12
mq q= 

  12
mq q=⇒ 

1 חיסכון בתום חודש אחד יהיה סכום ה 1212
mM q M q Mq=⋅ ⋅ =  

) ובתום חודשיים: ) 62 2 12 1122
mM q M q Mq Mq= = =⋅ ⋅ 

ב־ נסמן  אם  דומה,  ו־   drבאופן  אחד,  יום  עבור  הריבית  dאת  d1q r= שסכום + נקבל   ,

ימים בדיוק), בשנה   365, ומכאן (בהנחה שהשנה מחולקת ל־dqהחיסכון מוכפל בכל יום ב־

5אחת הסכום מוכפל פי  
d

36q  5. לכן
d

36q q=  365, ומכאן
dq q=. 

 ימים יהיה:  53לכן סכום החיסכון לאחר 

  ( )5353 53 365365
dM q M q Mq= =⋅ ⋅ 

 
 נסכם את ממצאינו:

1לאחר חודש אחד, כלומר   1 של שנה, סכום החיסכון יהיה: 12 12Mq 

1לאחר חודשיים, כלומר  1 של שנה, סכום החיסכון יהיה  6 6Mq 

53ימים, כלומר  53לאחר   53 של שנה, סכום החיסכון יהיה  365 365Mq 
 

)אם נסמן ב־  )f t   את סכום החיסכון לאחרt שנים, נקבל שבכל המקרים לעיל מתקיים 

  ( ) tf t Mq= (1) 

חיוביים.   רציונליים  מספרים  להיותם  פרט  שבחרנו,  הזמן  בפרקי  מיוחד  דבר  אין  אולם 

0t  ובאופן כללי, לכלשכזה,  tמתקיימת אפוא לכל  (1)נוסחה ה  ממשי. ≤
 

 . (1)עם הזמן, בהתאם לנוסחה  באופן מעריכייסכון גדל המסקנה מדיון זה היא שסכום הח

 
 יה: גידול של אוכלוסיית בקטריות ידוגמה שנ

להחזיק   נהוג  מעבדה  פטרי.    אוכלוסייהבמחקרי  צלוחית  הנקראת  בצלוחית  בקטריות  של 

אבהנחה שהבקטריות   מזון,  (מבחינת  קבועים  בתנאים  וכדומה), ונשמרות  ויר, טמפרטורה 

 יהיה זהה.  אוכלוסייהההתרבות שלהן יהיה קבוע: בפרקי זמן שווים, אחוז הגידול בב צק

    האותm   המילה את  מייצגת 
month   .חודש = 

    האותd    מייצגת את המילהday    =
 יום.  

   לפי הגדרת החזקה הרציונלית 
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ובה   צלוחית  ה  1000נתונה  בכל    אוכלוסייהבקטריות.  עצמה  את  כמה    20מכפילה  דקות. 

 דקות?   65בקטריות יהיו בצלוחית כעבור  

 

של  בשעה    :פתרון זמן  פרקי  שלושה  ב   20יש  ולכן  אוכלוסיית  דקות,  מוכפלת  אחת  שעה 

2הבקטריות פי   2 2 8× × אם נסמן את קצב ההתרבות של אוכלוסיית הבקטריות בדקה .  =

ב־  שהיא  qאחת  אחת  שבשעה  נקבל  בגורם  גודל  וכפל  ידקות,    60,  לכן,  60qהאוכלוסייה   .
60 8q ומכאן  =  ,60 8q ה  65במהלך    .= גודל  בגורם    אוכלוסייהדקות  ולכן  65qיוכפל   ,

 כמות הבקטריות תהיה

  ( )65606 6 05 5 61000 1000 1000 48 98 51q =⋅ ⋅= ≈⋅ 

שלם.   הוא  הבקטריות  מספר  שכן  ביותר,  הקרוב  לשלם  התשובה  את  שאנו עיגלנו  נזכור 

 מנתחים תהליך טבעי, שיש בו מידה מסוימת של אקראיות. לכן החישוב הוא מקורב בלבד. 
 

65דקות, שהן    65ראינו כי לאחר   65המקורב הוא  אוכלוסייהשעות, גודל ה 60 6081000 ⋅. 

) שעות הוא  tהמקורב לאחר   אוכלוסייהבאופן כללי, גודל ה 0 8) 1 00 tf t = ⋅ 

 מעריכי עם הזמן.  אוכלוסיית הבקטריות גדלה, אפוא, באופן 

 

 דוגמה שלישית: שתיית קפה 
 מיליגרם (מ"ג) של קפאין.  60בכוס קטנה של קפה הפוך יש כ־

זמן   בפרקי  קבוע:  בקצב  ממנו  ומתנקה  הדם,  למחזור  נכנס  הקפאין  הקפה,  שתיית  לאחר 

כ־  יורדת כמות    5שווים חלה דעיכה שווה (באחוזים) של כמות הקפאין בדם. לאחר  שעות 

   מחצית.כ הקפאין בדם ב 
 

 ה?ישעות לאחר השתי  3מה תהיה כמות הקפאין בדם  
 

  Aכלומר: אם ברגע מסוים יש  ,  qנסמן את שיעור ההפחתה של כמות הקפאין בשעה אחת ב־

 מיליגרם של קפאין בדם. Aqעה יישארו מיליגרם של קפאין במחזור הדם, כעבור ש 

. 5Aq, ולאחר חמש שעות הכמות שתישאר היא  2Aq  לאחר שעתיים הכמות שתישאר היא

5לפי הנתון, מתקבלת המשוואה  2Aq A=5, ממנה נובע ש־ 1 2q 5, ולכן  = 1 2q =. 

 

)שעות מרגע שתיית הקפה, הכמות שתישאר היא   3לאחר   )3 5 3
60 60 1 2 39.59q ≈⋅ = 

 ם.  מיליגר
 

0tבדומה למקרים הקודמים, נוכל לראות כי כמות הקפאין בזמן    היא כלשהו ≤

  ( ) ( )5( ) 60 1 2 6 0.870 tt
f t ≈⋅ ⋅= 

 של רמת הקפאין בדם.דעיכה מעריכית במקרה זה מדובר ב
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 נציג את גרף הפונקציה:

 
 

שני לרא כפי  לאתרה  ות, החל משלב  תן  ניתן  יהיה  עד שלא  קטנה  כה  מסוים הכמות תהיה 

בדם. הפונקציה שבגרף היא רק קירוב של המציאות. באופן מעשי, הפונקציה תתאפס החל 

 משלב מסוים (בהנחה שלא נשתה כוס קפה נוספת). 
 

 משלוש הדוגמאות שראינו ניתן להסיק את הכלל הבא:
 

כמות זו היא פונקציה   מן שווים, אז ז  אם כמות מסוימת גדלה או קטנה ביחס זהה בפרקי
 .מעריכית של הזמן

 
 2שאלה 

נפקיד   של    1000אם  שנתית  ריבית  הנושאת  בתוכנית  עת,    5%שקלים  בכל  לפדיון  וניתנת 

 (ב) כעבור שנה ושלושה חודשים? (א) כעבור שישה חודשים?  כמה נוכל לפדות:

 
 3שאלה 

הפקיד   ב   1000אדם  נושאת    תוכניתשקלים  כעבור  חיסכון  קבועה.  כי   9ריבית  גילה  שנים 

 חודשים נוספים עד לפדיון?  6שקלים. כמה כסף יקבל אם יחכה   1500לזכותו 

 
 4שאלה 

  3. לאחר  1,000,000התברר שמספר התושבים של מדינה מסוימת הוא    אוכלוסייהבמפקד  

הוא   התושבים  מספר  כי  והתגלה  נוסף,  מפקד  נערך  בהנח1,020,000שנים  ריבוי .  שקצב  ה 

 הוא קבוע:  אוכלוסייהה

 כפונקציה של הזמן.  אוכלוסייהנוסחה המתארת את גודל ה מצאו א.

 שנים לאחר המפקד השני? 10 אוכלוסייהמה צפוי להיות גודל ה ב.
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 חוקי החזקות הממשיות 

דוגמאו שראינו  את לאחר  ללמוד  נפנה  הממשית,  החזקה  מושג  של  לשימושיות  אחדות  ת 

ותם לא נוכיח בקורס  א  תכונותיה. נתחיל בהצגת החוקים הבסיסיים של החזקות הממשיות,

 המסקנות המיידות הנובעות מהם.וה, ז

 

0aלכל  : הגדרת החזקות הממשיותתחום  א. bולכל  < ∈    מוגדרת החזקהba. 

 

קודמותימתא ב. להגדרות  אם  ות   :b    החזקה אז  שלם,  שהוגדרה   baמספר  לחזקה  זהה 

0 :בעבר. בפרט, מתקיים 11,a a a= = 

 

b: לכל 1חזקה של   ג. ∈ , 1 1b = 

 

 :  ותחיוביות החזקות הממשי .ד

0aלכל   bולכל  < ∈ , 0ba > 

 

 : חוק חיבור המעריכים .ה

0aלכל   b,ולכל  < c ∈ , b c b ca aa+ = ⋅ 

 

 :חזקה של חזקה חוק ה  .ו

0a לכל  b,ולכל  < c ∈ , ( )cb bca a= 

 

 : חוק פילוג החזקה מעל הכפל .ז

,0לכל   0a b> cולכל  < ∈ , ( ) c ccab a b= 
 

 מתכונות אלה נובעות התכונות הבאות: 

 

  :ק חיסור המעריכיםחו . ח

0aלכל   b,ולכל  < c ∈ , 
b

b c
ca a

a
− = 

 

 : חוק פילוג החזקה מעל החילוק .ט

,0לכל   0a b> cולכל  < ∈ , 
c c

c
a a
b b

  = 
 

 

 

  :דיך הנגבמעריחזקה חוק ה  .י

0aלכל   bולכל  < ∈ , 1b
ba

a
− = 

 

    החזקות להגדרת  תזכורת  ראו 
(עמוד    זה  שיעור  בתחילת  השלמות 

103.( 
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 :הערות

כפי שבוודאי שמתם לב, הזהויות הכלולות בחוקים אלה הן חוקי החזקות שכבר הכרנו   א.

הערכים  בתחום  התקיימותן  הוא  לגביהן  היחיד  החידוש  שלמות.  חזקות  לגבי  בעבר 

 החדש של החזקות הממשיות. 

  

נובעים מהחוקים היסודיים, ולכן לא נחזור  ט  ,ח) איך החוקים  2כבר ראינו בעבר (שיעור   ב.

0b, הוא נובע מיידית מחוק חיסור המעריכים בהצבה יעל הוכחה זו. לגבי חוק  =. 

 

1bמהזהות   ג. ba a− שגנוב  = הפוע  )נקציה  רף  )( ) 1 xf x a=   לציר ביחס  שיקוף  הוא 

)של גרף הפונקציה  yה־ ) xg x a=:זאת מפני שמתקיים . 

   1 ( )1 1( )
x x

x
x xf x a

a a a
g x−

 = == =


−=


 

גרף הפונקציה    )למשל,  )( ) 1 2 xf x ה־  = גרף הפונקציה   yהוא שיקוף ביחס לציר  של 

( ) 2xg x  .106ו־  105, כפי שניתן לראות בגרפים שבעמודים =

 

 בשאלות הבאות נתרגל את השימוש בחוקים החדשים.

 
 5שאלה 

 פשטו את הביטויים הבאים:
 

 א.
2 12
8

x

x

+
ב.   

( )4 1
2

2

x

x

−

)ג.    )12 33x y .ד
( )2
10

5

2x x

x

−
 

 
 6שאלה 

0aיהי   1ויהיו   < 2, ,..., nx x x  :מספרים ממשיים. הוכיחו את הזהות הבאה 

  1
1

i
i i

n
n

i

x
x

aa =

 
 
 
 

=
=

∑ ∏  

 
 

 חוקי השורשים מסדר כללי 

 הגדרת החזקות הרציונליות התבססה על הזהות הבאה: 

0aלכל  1 טבעי,  nו־ < nna a= (1) 

 

nbר ש־ינזכ a=  השורש ה־)n  ,השורש מסדר    או־יn  של ,a הוא המספר החיובי היחיד (

b   המקייםnb a=. 
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 :n, בשילוב עם חוקי החזקות, נסיק זהויות לגבי שורשים מסדר  (1)מהזהות 
 

 :n  רש מסדרת השוכפליו א.
0aלכל   > ,0b n טבעי, nולכל  < n nab a b= 
  
 : הוכחה 

) לפי הגדרת החזקה הרציונלית,  )1 nn ab ab= 

1 החזקה מעל הכפל,ג לפי חוק פילו  1n na b= 

n שוב לפי הגדרת החזקה הרציונלית,  na b=  

 

 :שורש של מנה  ב.

0aלכל   > ,0b  טבעי, nולכל  <
n

n
n

a
b

a
b

= 

 להלן. 7ח בשאלה זו תוכ תכונה  

  

 :הרכבת שורשים .ג

0aלכל   m,ולכל  < n  ,טבעיים m n mna a= 
  
 : הוכחה 

) לפי הגדרת החזקה הרציונלית,  )11 mm n na a= 

) החזקה של חזקה לפי חוק   ) ( )1 1·n ma= 

  1 nma= 

nm שוב לפי הגדרת החזקה הרציונלית,  a=  

 

 נדגים את השימוש בתכונות אלה בפישוט של ביטויים מספריים:
 

3 לפי תכונה א,  3 3 3 324 3 3 8 38 2= ⋅=⋅ = 
 

 לפי תכונה ב,
5

5
5 5

1 1 1
2 2 2
= = 

 

422 לפי תכונה ג, 2 27 7 7 7⋅= = = 

 
 7שאלה 

nהוכיחו את תכונה ב:  nn a b a b=.    267  התשובה בעמוד 
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 8שאלה 

 פשטו את הביטויים המספריים הבאים:

3 א. 611 328 ⋅ 32  ב. ⋅ 2 

3 ג. )  .ד 0.008 )3 5 1
10

42 8 

 

 9שאלה 

 טו את הביטויים הבאים:פש

) א. )35 72a b a .ב  ( ) 42 43 4 3ab a b 

a .ג a a a 2  .ד 3 ...n na a a a⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

0aהערה: הניחו ש־ > ,0b  טבעי.מספר  nו־ <

 
 

xf(x)הפונקציה  תכונות  = a 

0aיהי   )מספר קבוע, ונתבונן בפונקציה   < ) xf x a=. 

 כמה מתכונות החזקה הממשית מבוטאות בצורה פשוטה כתכונותיה של פונקציה זו.

1aנתבונן בנפרד במקרים   0ו־ < 1a< <. 
 

1aבמקרה ש־ ), גרף הפונקציה < ) xf x a=  :נראה כך 
 

 
 

 מגרף זה ניתן ללמוד על התכונות הבאות: 
 

xf(x) הפונקציה  א. = a  עולה. 

1כלומר: אם    2x x<  1אז 2<x xa a. 
 

f(x) תמונת הפונקציה  ב. = ax 0)∞  היא הקטע, ). 
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פעולת   של  היסודיות  כחלק מהתכונות  נקבלן  אלא  זה,  בקורס  ו־ב  א  את טענות  נוכיח  לא 

 החזקה.
 

בשיעור הקודם למדנו שפונקציה מונוטונית (כלומר עולה או יורדת) היא חח"ע. מתכונה א 

 נובע, אפוא: 
 

xf(x) הפונקציה  ג. = a חח"ע היא. 
 

0כעת נתבונן במקרה  1< <a :במקרה זה גרף הפונקציה נראה כך . 

 

 
 

   תכונות הפונקציה במקרה זה הן:
 

xf(x) הפונקציה  א. = a יורדת. 

1אם   מר:כלו  2x x<  1אז 2>x xa a. 
 
 הוכחה: 

1aנסיק את נכונות טענה זו מנכונותה במקרה    >. 

0מההנחה   1< <a 1נובע ש־ 1>a :לכן . 
211 1x x

a a
   <   
   

 

 י החזקות: וקלפי ח 
1 2

1 1<x xa a
⇒ 

1 חלקי" לשני האגפים (אפשרי כי שני האגפים חיוביים): 1נבצע "   2>x xa a⇒ 
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f(x) תמונת הפונקציה  ב. = ax 0)∞  היא הקטע, ). 
 
 הוכחה: 

)לפי תכונות פעולת החזקה,    ) 0= >xf x a  לכלx .ממשי 

 .fהוא ערך של הפונקציה  yהוא מספר חיובי כלשהו, ונוכיח ש־ yכעת נניח ש־ 

)1 ן בפונקציה הבאה:נתבונ  )
x

g x
a

 =  
 

 

1aמהידוע לנו במקרה   ,0)היא הקטע   gנובע שתמונת הפונקציה  < )∞. 

0yמההנחה    1נובע ש־  < 0y 1  . לכן< y    הוא ערך של הפונקציהg,    כלומר קייםx 

)ממשי כך ש־  ) 1g x y= :לכן . 

  1 1 11 x
x

x y
y

aa
a

y
⇒ ⇒  = = = 

 
  

 

f(x) הפונקציה  ג. = ax חח"ע היא. 
 

1aכמו במקרה    יורדת, ובפרט מונוטונית, ולכן   f, טענה זו נובעת מיידית מטענה א:  <

 חח"ע. 

 

 : נסכם

1aלכל   הפונקציה    ≠ )חיובי,  ) xf x a=    היא ותמונתה  מונוטונית,  חח"ע,  ,0)היא  )∞  .

אם   עולה  1aהפונקציה  אם    < 0ויורדת  1a< החזקה  > פעולת  של  אלה  תכונות   .

 ד.מאפשרות לפתור משוואות מעריכיות ואי־שוויונות מעריכיים, כפי שנראה מי

 
 

 וואות מעריכיות מש

 שהי.במעריך של חזקה כל יעלכל משוואה שבה נעלם מופ משוואה מעריכיתנקרא בשם 

ובתכונת   והשורשים,  החזקות  בחוקי  כלל,  בדרך  ניעזר,  מעריכיות  משוואות  של  בפתרון 

 החד־חד־ערכיות של פונקציית החזקה. נתבונן בכמה דוגמאות:
 

xהמשוואה  א. ba a=: 

שהפתר  נובע  החזקה  פונקציית  של  החד־חד־ערכיות  זו  מתכונת  משוואה  של  היחיד  ון 

xהוא  b= .  המשוואה 2למשל,  8x בצורה    = לביטוי  32ניתנת  2x פתרונה  = ולכן   ,

3xהיחיד הוא  =. 
  

היא  מעריכיות  משוואות  לפתרון  שימושית  מהצורה    דרך  שקולה  למשוואה  הבאתן 
x ba a= .נראה זאת בדוגמאות הבאות . 
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12 נתבונן במשוואה: ב. 2 6x x++ = 

1לפי חוקי החזקות,    1· 2 22 ·2 2x x x+ =  . לכן נקבל משוואה שקולה:=

   ·22 2 6x x+ = ⇔ 
   3·2 6x = ⇔ 
   2 2x = ⇔ 

   12 2x = ⇔ 

)לפי חד־חד־ערכיות הפונקציה   ) 2xf x =: 1x = ⇔ 
 

14 נתבונן במשוואה: ג. 9 2 2·x x+ = −  

 בעזרת חוקי החזקות, נבטא את האגף השמאלי כך:  

   ( ) ( )21 1 2 24 4 4·4 · 2 · 42 · 24
xx x x x+ = = = = 

) מתקבלת המשוואה השקולה:  )24 9· 2 · 22x x= − ⇔ 

2xtנסמן:    24 וואה:מש. מתקבלת ה= 9 2t t= − ⇔ 

24 קיבלנו משוואה ריבועית. נפתור אותה:   9 2 0t t− + = ⇔ 

  81 39 9
8

7
8

2t ± − ±== ⇔ 

  1
4

t 2tאו  = = ⇔ 

2 נחזור למשתנה המקורי:  1
4

x 2או  = 2x = ⇔ 

  22 2x 12או  =− 2x = ⇔ 

)ות הפונקציה כיער ־ לפי חד־חד  ) 2xf x =: 2x = 1xאו  − = ⇔ 

 .−2ו־ 1מצאנו שפתרונות המשוואה הם  
 

 10שאלה 

 פתרו את המשוואות הבאות: 

3 א. 3 3x 10 ב.  = 0.00001x = 

·2 ג. ·6 2 3 92x x++ ) ד.   = )2 8·4
xx x = 

) ה. )2 22 8
xx + 1ו.   = 4 5

3
3

1
x

x
+ + = −

−
 

21·25· ז. 58x x=  .4·  ח ·65 4·9 9x x x+ = 

 
 

 אי־שוויונות מעריכיים 

ה,  בדומה למשוואות המעריכיות נעלם במעריך  יאי־שוויון מעריכי  נו אי־שוויון שבו מופיע 

הפונקצי במונוטוניות  נסתייע  מעריכיים  אי־שוויונות  של  בפתרון  כלשהי.  חזקה  ה של 

)המעריכית   ) xf x a=: 
 

1aעבור   • xהאי־שוויון , < ba a> יון י־שוול לאשקוx b>  כי)f .(עולה 
0עבור   • 1a< x, האי־שוויון > ba a>  שקול לאי־שוויוןx b<  כי)f  .(יורדת 
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 : דוגמאות 

3 יוןוונתבונן באי־ש א. 2
1 2x <
+

 

החזקה,    תכונות  2לפי  0x לכן  <  .1 2 0x+ אי־שוויון < לקבלת  זה,  בביטוי  נכפיל   .

3 שקול: 2(1 2 )x< + ⇔ 

   1 32
2

x+ > ⇔ 

  2 1
2

x > ⇔ 

  12 2x −> ⇔ 

)ממונוטוניות פונקציית החזקה    ) 2xf x =: 1x > − ⇔ 

)קבוצת הפתרונות היא   )1,− ∞. 

1 נתבונן באי־שוויון ב. 14 23x x+ + ⋅ ≤  

14 נבטאו באופן שקול:  4 3 2x x+⋅ ⋅ ≤ ⇔ 

  ( )2 14 32 2x x⋅ + ⋅ ≤ ⇔ 

2xtנגדיר:   24 אי־שוויון ריבועי:ל , ונקב= 1 03t t+ − ≤ ⇔ 

2כדי לפותרו, נפתור תחילה את המשוואה הריבועית    04 3 1t t+ − =: 

  1
4

t 3או  = 9 16 1
8

t t− ± += ⇒ = − 

2מהתבוננות בפרבולה   3 14y t t= +  נקבל שהאי־שוויון הריבועי שקול ל: −

   
4

1 1t− ≤ ≤ ⇔ 

 נחזור למשתנה המקורי: 
4

1 12x− ≤ ≤ ⇔ 

2־שוויון  האי  1x ≥ 12 מספר חיובי. לכן:  2xמתקיים תמיד כי  −
4

x ≤ ⇔ 

   22 2x −≤ ⇔ 

)ממונוטוניות פונקציית החזקה    ) 2xf x =: 2x ≤ − ⇔ 

)קבוצת הפתרונות היא, אפוא,    , 2]−∞ −. 

 
 11שאלה 

 פתרו את האי־שוויונות הבאים:

(0.1) א. 1000x 1  ב. > 3 42 5 25 2x x x x x+ + ++ −≤ − 

2 ג. 1 12
8

x
x +  >  

 
3   ד.  1

9 3
9 13

3 10 3x x

x

⋅ ⋅− +
⋅ <− 
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 הלוגריתם 

מהצורה משוואה  לפתור  כיצד  יודעים  x  אנו  ba a= המשוואה את  לפתור  כדי  לדוגמה,   .

2 16x 42, נבטאה בצורה  = 2x 4x, ונקבל שפתרונה היחיד הוא = =. 
 

2אך כיצד נוכל לפתור את המשוואה  5x =? 

 במקרה זה אין פתרון שלם למשוואה, וניתן אף להוכיח שאין פתרון רציונלי.

 

)נתבונן בגרף הפונקציה  ) 2xf x =: 

 

 
 

הפונקציה   תמונת  שלמדנו,  ,0)היא    fכפי  לכן  ∞( כלומר   5.  הפונקציה,  בתמונת   נמצא 

02המקיים   0xקיים מספר  5x  היא חח"ע.  f. מספר זה הוא יחיד כי =
 

, ובאופן  fשתגדיר פונקציה הפוכה לפונקציה    פעולה חדשה נחוצה לנו    0xכדי למצוא את  

)כללי, לכל פונקציית חזקה   ) xf x a= הנה הגדרתה:  .לוגריתם. פעולה זו נקראת 

 
 לוגריתם  -הגדרה 

1aמספר חיובי, ונניח ש־  aיהי   ≠. 

 מספר חיובי כלשהו. bיהי  

loga, המסומן  aלפי הבסיס  bשל  הלוגריתם b  הוא המספר ,x   המקייםxa b=. 

 

כי    xהמספר   קיים  בהגדרה  הפונקציה   bהמופיע  בתמונת  נמצא  חיובי)  מספר  (בהיותו 

( ) xf x a= 0), שהיא,  היא פונקציה חח"ע.  f. מספר זה הוא יחיד, כי ∞(
 

logx מההגדרה נובעת השקילות
a ba xb ⇔= = 

loga נובעות הנוסחאות הבאות: ו ba b= 

  log x
a a x= 
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 לוגריתמים: יהנה כמה דוגמאות לחישוב
 

10log א. 1000 310, כי =3 1000=. 

2log ב. 2 1 1, כי =2 22 2=. 

5log ג. 1 5 1= 15, כי − 1 5− =. 

1 ד. 5log 25 2= ), כי − ) ( ) ( )2 21 5 1 1 5 1 1 25 25− = = =. 
 

 12שאלה 

 חשבו את הלוגריתמים הבאים:

2log א. 10logב.   8 3logג.   0.1 3logד.   81 3 3 

2log ה. 25logו.   1024 0.5logז.   5 5ח.    4
3log 9 

 

2נחזור עתה אל המשוואה  5x  . לפי הגדרת הלוגריתם, פתרונה היחיד של המשוואה הוא =

  2log 5 2.3219x = ≈ 

מהצורה   משוואה  כן,  אם  לפתור,  נוכל  לוגריתמים  xaבעזרת  b=  .  ניישם הבאה  בשאלה 

 יכולת זו לניתוח של גידול מעריכי:
 

 13שאלה 

של   שנתית  ריבית  הנושאת  חיסכון  את  שקלים.    1000הופקדו  ,  2%בתוכנית  לפדות  ניתן 

 הכסף בכל עת.  

 שקלים? 1100לאחר כמה זמן יגיע החיסכון ל־  א.

 שקלים? 2000לאחר כמה זמן יגיע החיסכון ל־ ב.

 

לצורה   הבאתן  ידי  על  יותר  מסובכות  מעריכיות  משוואות  לפתור  xaניתן  b= נראה  .

 בשאלה הבאה. דוגמאות לכך
 

 14שאלה 

 פתרו את המשוואות הבאות: 

2 א. 3x 10  ב. = 5x = 

2 ג. 4 7x x+ 10ד.   = 10 3x x−+ = 
 
 

 חוקי הלוגריתמים 

 התכונות הבאות של הלוגריתם נובעות באופן ישיר מחוקי החזקות.  

 .1(בסיס הלוגריתם) הוא מספר חיובי ושונה מ־ a־ נניח בכולן ש
 

log : 1הלוגריתם של   א. 1 0a = 

0שוויון זה נובע מיידית מהשוויון   1a = . 

   של העשרוני  הפיתוח  חישוב 
כלל,  בדרך  מתבצע,  זה  מסוג  מספר 

 בעזרת מחשבון.

 272  התשובה בעמוד   

 

 272  התשובה בעמוד   

 

 273  התשובה בעמוד   

 

File #0005911 belongs to Rhys Golden Manasherov-  do not distribute

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 121      חזקות ולוגריתמים: 7שיעור 

 : לוגריתם של מכפלה  .ב

0bלכל   > ,0c >, log log loga a abc b c= + 
 

 :הוכחה 

logaxנסמן    b= ,logay c=:נקבל . x y x yabc a a +⋅= = 

log לכן,   log loga a abc x y b c= + = +  
 

 :לוגריתם של מנה  ג.

0bלכל   > ,0c >, log log loga a a
b b c
c
= − 

  

 :הוכחה 

logaxנסמן    b= ,logay c=:נקבל . 
x

x y
y

a
a

b a
c

−= = 

log לכן,   log loga a a
b x y b c
c
= − = −  

 

 :לוגריתם של חזקה  ד.

0bלכל   log ממשי, cולכל  < logc
a ab c b= 

  

 :הוכחה 

logaxנסמן    b=:נקבל . ( )cc x xcb a a= = 

log לכן,   logc
a ab xc c b= =  

 

 :מסדר כלשהו לוגריתם של שורש ה.

0bלכל    טבעי, nולכל  <
log

log a
a

n b
b

n
=  

 להלן. 15שוויון זה יוכח בשאלה  
 

 :סנוסחת שינוי הבסי ו.

0bלכל   > ,0c >, 
log

log
log

a

a
c

b
b

c
= 

 

  :הוכחה 

logcxנסמן    b= ,logay c=:נקבל . ( )xx y xyb c a a= = = 

log מכאן,   log loga c ab xy b c⋅= = 

logaחלוקת השוויון שהתקבל ב־   c .מובילה לשוויון המבוקש   

 
 15שאלה 

)הוכיחו את נוסחת הלוגריתם של שורש:  א. )log loga a
n b b n=. 

)הוכיחו את הנוסחה   ב. )log 1 loga ab b= −. 

logהוכיחו את הנוסחה   ג. 1 logb aa b=. 

   :במילים 
לוגריתם של מכפלה שווה לסכום  

 הלוגריתמים של הגורמים.

   :במילים 
להפרש  שווה  מנה  של  לוגריתם 

 הלוגריתמים של המונה והמכנה. 

   :במילים 
לוגריתם של חזקה שווה למכפלת  
של   בלוגריתם  החזקה  מעריך 

 בסיס החזקה.

   :במילים 
בסיס  לפי  לוגריתם  לחשב  כדי 
הלוגריתם   את  לחלק  יש  חדש, 
לפי הבסיס המקורי בלוגריתם של  
הבסיס   לפי  החדש  הבסיס 

 המקורי.
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 לוגריתמים בפישוט של ביטויים מספריים ותבניות מספר: נדגים את השימוש בחוקי ה

)נחשב את ערך הביטוי   א. )7
3log 81 9: 

7 לפי חוק הלוגריתם של מנה, 
3 3 37

81log log 81 log 9
9

= − 

3 לפי חוק הלוגריתם של חזקה,   3log 81 7 log 9= ⋅− 

   2 104 7 ⋅− = −= 

)נפשט את הביטוי   ב. )310
2log x y⋅ : 

) לפי חוק הלוגריתם של מכפלה,   )1 3 30 10
2 2 2lolog g logx y x y+⋅ = 

 לפי חוקי הלוגריתמים של חזקה ושורש, 

   2
2 3

10log
log y

x += 

10נחשב את ערך הביטוי   ג. 10log  בעזרת נוסחת שינוי הבסיס. הבסיס החדש שנבחר   100

 :10הוא  

   10
10

10
100

0
1

1

0
log 100

log 100
1log 10 log 10

2 12 :
1

10

2
0

= == =  

 16שאלה 

 פשטו את הביטויים הבאים:

2 א.  27 log 56log )  ב. − )0.5
2 60.5log 1⋅ 

2 ג. 4log 5 log 22  ד. −100 43 log 12 lol 18o gg − − 

2 ה.
2 )log (4xy ו.  

100
5l

5
og x

y
 

2 .ז 2log logx yy x⋅ ח   .( )log a b
a a abb ⋅ ⋅ 

 
 

 מקובלים ללוגריתםבסיסים 

קשרים רבים, אין חשיבות מיוחדת לבחירת הבסיס לחישוב הלוגריתם, אך חשוב לשמור  בה

 על בסיס קבוע לאורך כל החישוב. הבחירות המקובלות הן: 
 

 הוא בסיס הספירה המקובל על בני האדם.  10ירה זו היא טבעית כי . בח10בסיס  א.

 . לדוגמה:10ללא בסיס, מניחים שהבסיס הוא   logכאשר מציינים   

   10log100 log 100 2= = 

   10log1,000,000 log 1,000,000 6= = 

   10log 0.1 log 0.1 1= = − 

 . eהבסיס  ב.

הנקרא  eהמספר    אוילר,  של  לאונרד    הקבוע  הדגול  השוויצרי  המתמטיקאי  שם  (על 

 הוא מספר אי־רציונלי שפיתוחו העשרוני מתחיל בספרות הבאות:  אוילר)

   2.718281828459...e = 
  Leonhard Euler (1707-1783) 
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 123      חזקות ולוגריתמים: 7שיעור 

 הגדרתו המתמטית של מספר זה קשורה לסדרת המספרים הבאה: 
 

  1 1,2,3,...1 n

na n
n

 = + = 
 

 

 כמה מאיבריה של סדרה זו הם  

  

1

2

10

100

1000

2
2.25

2.5937...
2.7048...
2.7169...

a
a
a
a
a

=
=
=
=
=

 

  

הולך וגדל, איברי הסדרה הולכים ומתקרבים אל מספר מסוים, והוא המספר    n־ ככל ש 

e :(שלא נלמד לעומק בקורס זה) בסימוני תורת הגבולות . 

  1 1lim
n

n
e

n→∞

 = + 
 

 

 כאל מספר שרירותי. eבשלב זה נתייחס אל המספר   
 

(בשיעורים    בהמשך  שיובהרו  ב־11,12מסיבות  בשימוש  יתרונות  יש   (e    כבסיס

הבסיס   לפי  שהלוגריתם  עד  משמעותיים  כה  הם  אלה  יתרונות  מכונה   eללוגריתם. 

 :). ובכןlogarithmus naturalis(קיצור הביטוי הלטיני:  lnומסומן כך:   הלוגריתם הטבעי
   ln logex x= 

 :eלמען החזרה, נכתוב את חוקי הלוגריתמים בבסיס   

ln1 : 1לוגריתם טבעי של   0= 

ln לוגריתם טבעי של מכפלה:   ln lnab a b= + 

nln לוגריתם טבעי של מנה:  l lna a b
b
= − 

lnln לוגריתם טבעי של שורש:  n aa
n

= 

ln לוגריתם טבעי של חזקה:   lnb b aa = 

ll יס הטבעי: נוסחת שינוי הבסיס לבס  nog
lna a

b b= 

 
במבט נוסף על רשימת החוקים שמקיימים הלוגריתמים נוכל להבחין ביעילותם החישובית.   

lnלדוגמה, הנוסחה   ln lnab a b=  מאפשרת להמיר פעולת כפל בפעולת חיבור.   +

בחישובים   בלוגריתמים  השימוש  נפוץ  היה  הכיס,  ומחשבוני  המחשבים  עידן  לפני 

מעשיים. העוסקים בחישובים היו מצוידים בלוחות לוגריתמים, שהם טבלאות המכילות 

ערכי לוגריתמים של מספרים. באופן זה הם המירו פעולות מסובכות כגון כפל, חילוק, 

שורש וחזקה בפעולות פשוטות יותר של חיבור וחיסור. מתקן נוסף שהיה בשימוש הוא  

ז  וז  ותת, המחליקולוגריתמי  ות סקאל  תי שסרגל החישוב, המורכב מ פני  זה  ועל  . מתקן 

 איפשר ביצוע מהיר של חילוק וכפל מקורבים.
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הת  חשיבותם  אך  להיסטוריה,  שייכות  אלה  שיטות  ש יכיום  והמעשית  ל  אורטית 

 הלוגריתמים בתחומים רבים נותרה כשהיתה.

  
 17שאלה 

lnחשבו את   א. e   5ואתln e. 

lnחשבו (בעזרת מחשבון או מחשב) את   ב. 5. 

lnהוכיחו כי היחס  ג. loga a הוא מספר קבוע שאינו תלוי ב־a .מצאו את המספר הזה . 

lnbהוכיחו את הזהות:   ד. b aa e=. 

 
 

 פונקציות לוגריתמיות 

  . נתבונן בפונקציות:1מספר חיובי ושונה מ־ aיהי  

  ( ) logag x x= ( ) ,xf x a= 

logx לפי הגדרת הלוגריתם, מתקיים
aa y yx⇔= = 

)(  כלומר:  ()f x y x g y= ⇔ = 

 .fהיא הפונקציה ההפוכה לפונקציה  gלכן  
 

הלוגריתמית   הפונקציה  )גרף  ) logag x x=   הפונקציה גרף  משיקוף  אפוא  מתקבל 

)המעריכית   ) xf x a=  ביחס לישרy x=. 
 

)פים של לדוגמה, הנה הגר ) 2xf x )2ו־  = ) logg x x= : 

 

  

)2בגרף הפונקציה    y  ניתן לראות שערכי ) logg x x=    גדלים באיטיות רבה כאשר מגדילים

הערך  xאת   לדוגמה,   .10y עבור    = 102מתקבל  1024x = והערך  =  ,20y מתקבל    =

202xעבור    , מספר הגדול ממיליון. =
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 125      חזקות ולוגריתמים: 7שיעור 

ה־ שציר  לראות  ניתן  כן,  כש־  yכמו  הגרף.  של  אנכית  אסימפטוטה  0הוא  1x< הולך    >

 בלת ערכים שליליים שהולכים וגדלים בערכם המוחלט. , הפונקציה מק0ומתקרב ל־
 

)תכונות הפונקציה הלוגריתמית  ) logag x x= :מסוכמות בטענה הבאה 
 

 טענה

)ותהי  , 1מספר חיובי שונה מ־ aיהי   ) logag x x=. 

,0)הוא  gתחום ההגדרה של הפונקציה  א. )∞. 

 .היא  gתמונת הפונקציה  ב.

1aהיא פונקציה מונוטונית: עולה אם  g ג. 0, ויורדת אם < 1a< <. 

 
 הוכחה

לפונקציה המעריכית    g א. הפונקציה ההפוכה  )היא  ) xf x a=  .  הוא הגדרתה  לכן תחום 

,0), שהוא fתמונת הפונקציה   כפי שראינו בעבר.  ∞(

logמתקיים    yלכל מספר ממשי   ב. ( )y y
ay a g a= . לכן כל מספר ממשי הוא ערך של =

 ., ומכך נובע שתמונתה היא gהפונקציה 

)היא פונקציה הפוכה לפונקציה המעריכית    g ג. ) xf x a=  ,וכפי שראינו בעבר ,f   היא

1aעולה אם   ויורדת אם  <  ,0 1a< היא   fשאם    6בשיעור     41. הוכחנו בשאלה  >

1fפונקציה מונוטונית אז גם   עולה ויורדת    fהיא מונוטונית, במגמה זהה (עולה אם    −

1gיורדת). לכן  fאם  f 1aהיא עולה אם  =− 0, ויורדת אם < 1a< <.   
 

 מטענה זו נסיק את המסקנות המיידיות הבאות:

)הפונקציה  א. ) logag x x=  .היא חח"ע, כי כל פונקציה מונוטונית היא חח"ע 

1aנניח ש־ ב. log. אז < 0a x 1xאם  < log, ו־ < 0a x 0אם   > 1x< <. 

זה    )ואכן, במקרה  ) logag x x=    לכן אם עולה.  1xהיא  logאז    < log 1 0a ax > = ,

0ואם  1x< logאז  > log 1 0a ax < =. 
 

)  נוסיף ונתבונן בגרפים של פונקציות לוגריתמיות. הנה גרף הפונקציה  ) ln logeg x x x= = : 

y

0
0 x

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

3

2

1

–2

–3

–1

 
 

2logד לגרף הפונקציה וגרף זה דומה מא x. 
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)למעשה, כל הגרפים של הפונקציות   ) logag x x=    1עבורa תופעה זו  , דומים זה לזה.  <

 נובעת מנוסחת שינוי הבסיס, כי:

  
log

log
log

= b

b
a

x
x

a
 (1) 

 
ש־ במקרה  לעיל,  שראינו  1aוכפי  1bו־   < logמתקיים    < 0>b a  אחת כל  לכן   .

)מהפונקציות  ) logag x x=  .מתקבלת מרעותה על ידי כפל בקבוע חיובי 
 

0כעת נתבונן במקרה  1a< 1bנגדיר . > a= (1), ונקבל לפי נוסחה , 

  
log

log log
log

= = −b
a b

b

x
x x

a
  

1bמתקיים   הפונקציה  < גרף  לכן   .loga x  ה־ לציר  ביחס  שיקוף  ג  xהוא  פונקציה של  רף 

 . 1לוגריתמית עם בסיס גדול מ־
 

1לדוגמה, כך נראה גרף הפונקציה  2 2( ) log log xg x x= = −: 
 

 
 
 

 משוואות לוגריתמיות 

. בפתרון של משוואות משוואה לוגריתמיתמשוואה הכוללת את פעולת הלוגריתם נקראת  

 לוגריתמיות נסתייע בחוקי הלוגריתמים שלמדנו.

 

log לדוגמה, נתבונן במשוואה log(1 ) 1x x+ − = − 

 . 10וגריתם הוא לפי בסיס מכיוון שלא צוין בסיס, הל

מוגדר,  יהיה  זה  כדי שהביטוי באגף  נבדוק תחילה מהו תחום ההגדרה של האגף השמאלי. 

להתקיים   0xצריך  1וגם    < 0x− כלומר  <  ,0 1x< ש־> מעתה  נניח   .x    את מקיים 

 התנאי הזה.

 1log log ( ) 1−= = −b ba b 
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) חוקי הלוגריתמים נקבל משוואה שקולה: אמצעותב )log (1 ) 1x x− = − ⇔ 

1)1 לפי הגדרת הלוגריתם: ) 10x x −− = ⇔ 

  2 1
10

x x− = ⇔ 

2 ואה ריבועית: קיבלנו משו 1 0
10

xx − + = ⇔ 

  210 10 1 0x x− + = ⇔  

 נפתור: 
20

10 60x ±= ⇔ 

 מתקבלים הפתרונות

  1 2
60 600.1127, 0.8873

0
10 10

20 2
x x≈ ≈− +== 

, כלומר שייכים לתחום ההגדרה של אגפי המשוואה המקורית. 1ל־   0שני הפתרונות הם בין  

 לכן אלה הם פתרונות המשוואה. 
 

 18שאלה 

 פתרו את המשוואות הבאות: 

3log א.  2x 2ב.  = 4log 5log x x+ =  

2log5ג.   9x lnד.   = ln 2x = 

log ה. ( 1) 2x x + 2lnו.   = ln 2x xe e+ = 

)log.  ז 1)log 1.5
2
xx +

− logח.    = log( ) 1x x⋅ − = 

 
 

 אי־שוויונות לוגריתמיים 

במונוטוניות  וכן  הלוגריתמים,  בחוקי  ניעזר  לוגריתמים  הכוללים  אי־שוויונות  של  בפתרון 

 הפונקציות הלוגריתמיות, שממנה נובעות השקילויות הבאות:
 

1aעבור   >, 1 2 1 2oglog la ax x x x<⇔< 
 

0עבור   1a< <, 1 2 1 2oglog la ax x x x>⇔< 
 

 נדגים זאת במקרים הבאים: 
 

2log נפתור את האי־שוויון  א. 3x < 

0xהשמאלי יהיה מוגדר, צריך להתקיים    ראשית נשים לב שכדי שהאגף   . נניח מעתה  <

23 :2הימני כלוגריתם בבסיס נבטא את האגף שתנאי זה מתקיים.  8log= 

22log מתקבל אי־שוויון שקול:  8logx < ⇔ 

8x , לכן מתקבלת השקילות1, גדול מ־2הבסיס,   < ⇔ 

0מקיים את האי־שוויון המקורי אם"ם  xמניתוח זה מתקבל ש־  8x< <. 

 .(0,8)קבוצת הפתרונות היא, אפוא, הקטע   

 275  התשובה בעמוד   

 

    הפונקציה )כי  ) loga xf x =  
 .6בשיעור  28עולה. ראו גם שאלה 

    הפונקציה )כי  ) loga xf x =  
 יורדת.
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 בחזקת שני אגפי האי־שוויון: 2ספת לפתור את האי־שוויון היא העלאת  : דרך נוהערה  

   2o 3l g
2log 3 2 82 xx x< ⇔< <⇔ 

)הפונקציה המעריכית השקילות בדרך זו נובעת מכך ש   ) 2xf x  עולה.  =

 

2log נפתור את האי־שוויון  ב. ( 1)x x <+  

0x, צריך להתקיים  שהאגף השמאלי יהיה מוגדרכדי    1xו־   < . נניח מעתה שתנאים  ≠

 אלה מתקיימים. 

x: 22נבטא את האגף הימני כלוגריתם בבסיס    logx x= 

2log אי־שוויון שקול:מתקבל   ( 1) logx xx x<+ ⇔ 

 הבאים: כעת נתבונן בנפרד במקרים 

1x  : מקרה א  >  

21x זה מתקבלת השקילותבמקרה   x+ < ⇔ 

   2 1 0x x− − > ⇔ 

2פתרונות המשוואה הריבועית   1 0x x− −  הם  =

   1 2
5 50.618, 1.618

2
1

2
1x x≈ + ≈− =−=  

2x   מכאן,   x>  1אוx x< ⇔ 

1xהמקרה   x<  1אינו מתיישב עם ההנחהx 2x :. לכן< x> ⇔ 

0:  מקרה ב   1x< < 

21x במקרה זה מתקבלת השקילות  x+ > ⇔ 

   2 1 0x x− − < ⇔ 
   1 2x x x< < ⇔ 

0לפי ההנחה    1x<  , תנאי זה מתקיים תמיד. >

היא   האי־שוויון  של  הפתרונות  שקבוצת  נקבל  המקרים,  בשני  הפתרונות  מאיחוד 

( ) ( )20,1 ,x∪ ), כלומר ∞ ) ( )( )1 5 2,0,1 ∪ + ∞. 

 
 19שאלה 

 ים:פתרו את האי־שוויונות הבא

log א.  2x ≥ )log  ב. − 1) log 3+ − >x x 

2 ג.  4 )lolog g ( 4x x≥   .ד( )ln 2ln xx x> 
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 7סיכום שיעור 

כך ומעריך ממשי כלשהו.    חיוביבתחילת השיעור הרחבנו את הגדרת פעולת החזקה לבסיס  

 התאפשרה הגדרתן של פונקציות מעריכיות המופיעות בהקשרים יומיומיים ומדעיים.
 

ותוצאת   הבסיס  בהינתן  המעריך  את  לשחזר  המאפשרת  הלוגריתם,  פעולת  את  הגדרנו 

 פעולת החזקה, ולמדנו את תכונותיה. 
 

חלק מהתכונות של פעולת החזקה היו הנחות יסוד שקיבלנו כנתונות, ומהן הסקנו את שאר  

הלוגריתמים.   תכונות  ואת  כמובן, התכונות,  היא,  למסקנות  הנחות  בין  להבחין  היכולת 

 חשובה. כמוה, חשובה היכולת לאתר את הכלים הרלוונטיים לפתרון בעיה נתונה.
 

פך, ולהשרותנו לבטאו כלוגריתם של מכפלה;  ן סכום של לוגריתמים, באפלדוגמה, כאשר נתו

כאשר נתונה בדומה,  כאשר נתון לוגריתם של מכפלה, ניתן לבטאו כסכום של לוגריתמים.  

ב מסוים,  במספר  לוגריתם  של  ולהמכפלה  חזקה,  של  כלוגריתם  לבטאה   פך. אפשרותנו 

הניסיון  של  יוצא  פועל  היא  הבעיה  פתרון  אל  אתכם  שיקדם  הצעד  את  לאתר  היכולת 

  טחונכם ביכולת זו.יהמצטבר בפתרון בעיות. ככל שתרבו לתרגל, תשתכלל היכולת, ויגבר ב
 

הטוב   הלימוד  מאודכם  לעתים  בכל  ניסיתם  אם  לפתור.  הצלחתם  שלא  מבעיה  הוא  ביותר 

מסוימת  לפתור   מקריאת  בעיה  להפיק  שתוכלו  לוודאי  קרוב  הצלחתם,  לא    פתרונהועדיין 

 . ניכרלקחים משמעותיים שילוו אתכם בפתרון בעיות בעתיד. כך תשיגו שיפור 
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 שאלות להערכה עצמית
 

 20שאלה 

logנתון ש־  5a b 2. חשבו את  =
3loga b. 

 
 21שאלה 

 פתרו את המשוואות: 

2ln(5 א. ) 8 lnx x= + 

8log ב. log 8 4xx + = 

2 ג. 2 2 2x x+ = 

10x ד. x = 

 
 22שאלה 

 את האי־שוויונות: פתרו 

1 א. 24 2510x x x+ + ≥+ 

log ב. log xx ≤ 

ln(6 ג. ) 1 lnx x− ≤ − 

 
 23שאלה 

1תהי  2, ,..., na a a  .סדרה הנדסית, שכל איבריה חיוביים 

31הוכיחו שהסדרה 
3 3

2, ,..., na a a  .היא סדרה הנדסית 

 
 24שאלה 

הופקדו   קבועה,  ריבית  בעלת  חיסכון  כעבור    500בתוכנית  כי   3.5שקלים.  התגלה  שנים 

 שקלים. 700בתוכנית יש 

 נית זו?מהי הריבית השנתית בתוכ א.

 השקלים?   600באיזה שלב במהלך החיסכון חצה סכום החיסכון את רף  ב.

 
 25שאלה 

0aיהי   : . נתבונן בפונקציה≠ (0, ) , ( ) af f x x∞ → = 

0aעולה אם  fהוכיחו ש־ .א 0aויורדת אם  < <. 

 .fמצאו את תמונת הפונקציה  .ב

 הוא מספר טבעי? a. כיצד ניתן לבטאה במקרה ש־fמצאו את הפונקציה ההפוכה ל־ ג.

 
 26שאלה 

 זקה, אך במובנים שונים". "פעולות השורש והלוגריתם הן פעולות הפוכות לפעולת הח

 הסבירו את משמעות המשפט באופן מדויק. 

 279  התשובה בעמוד   

 

 279  התשובה בעמוד   

 

 280  התשובה בעמוד   

 

 284  התשובה בעמוד   

 

 282  התשובה בעמוד   
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 27שאלה 

שאם   ואם    m'ו־  mהוכיחו  שלמים,  כך    n'ו־  nמספרים  טבעיים,  מספרים 

'ש־ 'm n m n= אז ,( ) ( ) ''m mn na a=. 
 

בחזקת  הדרכה  המבוקש  השוויון  אגפי  שני  את  העלו   :'nn   אי־שוויון שמתקבל  והוכיחו 

)'שקול. היעזרו בכך שהפונקציה   ) nnf x x=   0]חח"ע בקטע, )∞. 
 

שבשאהערה  הטענה  משמעות  הרציונלית,  :  החזקה  שהגדרת  היא  זו  )לה  )mnm na a= ,

  ).104אינה תלויה בייצוג המספר הרציונלי כשבר, ולכן יש לה משמעות (ראו עמוד 

 
 28שאלה 

logהוא  nמספר טבעי. הוכיחו שמספר הספרות בייצוג העשרוני של   nיהי   א. 1n +  . 

x: הסימון תזכורת    שהוגדר בשיעור הקודם, מייצג את החלק השלם של ,x. 
 

ב־ ב. יש  ספרות  ב־10002כמה  וכמה  שבסעיף   ?1,000,0002?  ובנוסחה  במחשבון  (היעזרו 

 הקודם).

 

 

 284  התשובה בעמוד   
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 133טריה     גיאומ : מושגים ב8שיעור 

 8שיעור 
 אומטריה ימושגים בג 

 

 

חשיבותה גיאומה ביניהן.  וביחסים  במידותיהן  בצורות,  העוסק  במתמטיקה  ענף  היא  טריה 

ה של גיאומשל  ההיסטוריות  מהנסיבות  וגם  המוחשי,  לעולם  שלה  מהקשר  נובעת  טריה 

בסיס של גיאומהתפתחות המתמטיקה. ה על  ביוון העתיקה,  כמדע שיטתי  טריה התפתחה 

ושגי היסוד מושגי יסוד, ומספר מצומצם של טענות יסודיות הנקראות אקסיומות. מתוך מ

הוגדרו מושגים מורכבים יותר ומתוך האקסיומות הוכחו טענות נוספות, שעליהן נבנו עוד 

 אוריה מתמטית, כמבנה ארכיטקטוני העומד על תילו.יטענות, וכך הלאה. כך בנויה ת
 

ששרד זה,  בנושא  ביותר  הנודע  ימי    החיבור  מאז  הגדול  הספרים  קדםבחלקו  סדרת  הוא   ,

. בספרים אלה קיבץ אוקלידס את הידע שנצבר  אוקלידסהיווני  'היסודות' מאת המתמטיקאי  

טענות   של  אוסף  לעיל:  שתואר  הלוגי  במבנה  שיטתי,  באופן  אותו  וארגן  לזמנו  עד 

 המתבססות על אקסיומות ביחס למושגים יסודיים. 
 

ו של אוקלידס, הוא  אי־דיוקים והנחות מובלעות בחיבור  הגם שברבות השנים התגלו מספר

לת והשראה  מודל  כתיבתו  בצורת  חשיבותו  ימהווה  בשל  לימינו.  עד  מתמטיות  אוריות 

 .טריה אוקלידיתגיאומטריה של המישור והמרחב גיאומנקראת ה
 

טריה הקלאסית. גיאוממהפכות והתקדמויות במתמטיקה דחקו במידת מה את מקומה של ה 

שנלמד יאומגה והטריגונומטריה  דקארט,  של  בהמצאתו  ראשיתה  אשר  האנליטית,  טריה 

ה מהשיטות  כמה  בהצלחה  כיום  המחליפות  מהשיטות  חלק  הן  הבא,  טריות  גיאומבשיעור 

טריה הם חלק ממארג גיאומהטהורות שהיו נהוגות בעבר. יחד עם זאת, מושגי היסוד של ה

 . משך לימודינוהנושאים המרכיבים את הידע המתמטי הבסיסי, והכרתם היא חיונית לה
 

ב נכיר את המושגים הבסיסיים  זה  וכמה  גיאומבשיעור  הלימוד טריה  היסודיים.  ממשפטיה 

נושאי השיעורים  לימוד  כלים שיאפשרו את  לרכוש  ומתוך מטרה  יהיה תמציתי  זה  בנושא 

 הבאים, וישמשו אתכם גם בלימודיכם האקדמיים העתידיים.
 

טים רבים ללא הוכחה. אך יש הוכחות שהן נאות מכדי שנוכל להשמיטן, שפבשל כך, נציג מ 

גם אם בסקירה עסקינן. לכן כלולות הוכחות לחלק מהמשפטים והטענות. גם אתם תתבקשו  

טענות   להוכיח  השונות  המופיעות  גיאומבשאלות  הטענות  על  בהתבסס  פשוטות,  טריות 

 בפרק זה. כך תתרגלו את החומר ותכירו במעט את חוויית העיסוק בנושא זה.
 

ולמצוא בו הקוראים שסקרנותם תתעורר מוזמנים להרחיב את לימודיהם בעתיד בנושא זה  

 מקור עשיר לבעיות מעניינות ומאתגרות, המחדדות את המחשבה ומפתחות את הדמיון. 

 

 

  ביוונית:  דאוקלי)  ),  Εὐκλείδηςס 
 לפנה"ס 275 -לפנה"ס  365
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 טריה של המישור גיאומ מושגים יסודיים ב

ב יהיה  זה  בשיעור  המישור,  גיאומעיסוקנו  של  גם  הנטריה  המישורקראת  בימת  הנדסת   .

 ההתרחשות שלה היא מישור, אותו נוכל לדמיין כדף חלק המשתרע ללא גבול בכל הכיוונים. 
 

מערכת   בוחרים  כאשר  המתקבל  הקרטזי,  המישור  היא  המישור  על  לחשוב  הדרכים  אחת 

צירים, וכפי שלמדנו בעבר, נקודותיו מיוצגות על ידי זוגות של מספרים ממשיים; אך מושג 

 המישור הוא קדום למישור הקרטזי ופשוט ממנו.
 

נוכל לצייר נקודה על פני הדף בקצה העט   .הנקודה אחד האובייקטים היסודיים במישור הוא  

כגודל חודו של מכשיר הכתיבה. הנקודה  נצייר מעגל קטן שגודלו  או העיפרון; אך למעשה 

חסרתגיאומה היא  מופשט  טרית  אובייקט  בעצם  והיא  מושג  מימדים  של  אידיאליזציה   ,

 רטי.קונקמציאותי 
 

ללא עיקומים ופיתולים, המשתרע ללא גבול לשני רצוף  : קו  הישראובייקט יסודי נוסף הוא  

ואינו בעל עובי. גם הישר הוא אידיאליזציה של קו ישר שנוכל לצייר בעזרת סרגל   כיוונים 

 וכלי כתיבה. 
 

 
 

 כל ישר, וגם המישור כולו, הוא קבוצה של נקודות.

 וכן הלאה. A ,B ,C:  ותת גדולו לטיני יותעל ידי אות ותבדרך כלל נסמן נקוד

 .בדרך כלל נסמן ישרים על ידי אותיות לטיניות קטנות, ובמיוחד על ידי האות  

על   נמצאת, או  על הישר    חלה   A, נאמר שהנקודה  שייכת לישר    Aקודה  בו נב שבמצ

 .Aדרך הנקודה  עובר  הישר. נאמר גם שהישר
 

 
 

, או Aבנקודה    נחתכים, נאמר שהישרים  2ו־  1נמצאת על שני ישרים,    Aכאשר נקודה  

 בנקודה זו. נפגשים
 

. נסמן זאת כך:  זוג ישרים מקביליםשאינם נחתכים באף נקודה נקראים    2ו־   1זוג ישרים  

1 2  . 
 

 טריה:גיאומהתכונות הבאות של ישרים ונקודות הן חלק מהאקסיומות של ה

 

 8.1אקסיומה 

 תיתכנה שלוש אפשרויות: , 2ו־  1בהינתן זוג ישרים  

1הישרים מתלכדים:  א. 2= . 

1הישרים מקבילים:  ב. 2  . 

 הישרים נחתכים בנקודה אחת בדיוק. ג.

File #0005911 belongs to Rhys Golden Manasherov-  do not distribute

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 135טריה     גיאומ : מושגים ב8שיעור 

 מצבים אלה מוצגים באיור הבא: 

 
 

 8.2אקסיומה 

 , קיים קו ישר אחד ויחיד העובר דרך שתיהן.Bו־ Aינתן שתי נקודות שונות זו מזו, בה

 

 בניסוח שגור: "דרך שתי נקודות עובר רק קו ישר אחד". 

  מצב זה מודגם באיור הבא:
 

 
 

. בדרך  ABזה כך:  ישר  נקבע ביחידות, מקובל לסמן    Bו־  Aמכיוון שהקו הישר העובר דרך  

" כדי למנוע בלבול עם מונחים נוספים המסומנים בסימון ABכלל נכתוב במפורש "הישר  

 זה.

 

 (אקסיומת המקבילים)  8.3אקסיומה 

ישר   יחידי    Aונקודה    בהינתן  ישר  קיים  הישר,  על  הנקודה    mשאינה  דרך   Aהעובר 

 .ומקביל לישר  

 

 מצב זה מוצג באיור הבא:
 

 
 

 קרניים וקטעים 

מחלקת את הישר לשני חלקים. כל חלק נקרא    Aעליו, הנקודה    Aונקודה      בהינתן ישר

מהנקודה   יוצאתרן כזו, ונאמר גם שהקרן  כל קשל    נקודת ההתחלה נקראת    A. הנקודה  קרן

A. 
 

 קרן נראית אפוא כך:  
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 .B, ונקודה נוספת על הקרן,  Aדרך מקובלת לציין קרן היא על ידי נקודת ההתחלה שלה,  

ABקרן זו מסומנת כך: 


. קרן זו B בכיוון הנקודה   A הקרן היוצאת מהנקודה , והיא נקראת  

 .ABהיא כמובן חלק מהישר 
 

 
 

 באיור הבא מוצגות מספר קרניים היוצאות מנקודה אחת: 
 

 
 

הנמצאות בין    AB, אוסף הנקודות שעל הישר  Bו־  Aבהינתן שתי נקודות שונות זו מזו,  

, AB. כדי להבחין בינו ובין הישר  AB. קטע זה מסומן על ידי  קטענקרא    Bו־  Aהנקודות  

 .ABנציין מפורשות: הקטע  
 

 
 

זוג קרניים   על  זוג קטעים, או  ויחיד. נאמר על  ישר אחד  כל קטע, מונחים על  וגם  כל קרן, 

 שהם מקבילים זה לזה אם הישרים שעליהם הם מונחים הם מקבילים. לדוגמה: 
 

 
 

מתקיים    ריובא ABזה  CD   ו־BC DE.    הקטעים לב:  שימו  שבאיור   DEו־  ABאך 

אינם מקבילים, למרות שאינם נחתכים. הם אינם מקבילים כי הישרים שהם מונחים עליהם  

, עד לפגישה עם Dמעבר לנקודה    DEנחתכים. תוכלו להיווכח בכך אם תמשיכו את הקטע 

 .ABהקטע  

 
 אורך ומרחק

את   מניחים  אנו  במישור.  מרחקים  למדוד  נוכל  הממשי,  הישר  על  למרחקים שמדדנו  בדומה 

, והוא מספר ממשי  ABקטע ל קיומה של יחידת מידה. לפי יחידת מידה זו, מוגדר האורך של כ 

 .  Bוהנקודה    Aבין הנקודה    המרחק . אורך זה נקרא גם  ABחיובי. אורך זה מסומן כך:  
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 ות זווי

נקרא   אחת  מנקודה  היוצאות  קרניים  שתי  ידי  על  המוגבל  במישור  הנקודה   .תזוויתחום 

 .יתוקודקוד הזות לשתי הקרניים נקראת שותפהמ
 

 
 

 חלק מן המעגל, כמודגם באיור:   הזווית אם נסמן מעגל ברדיוס כלשהו סביב הקודקוד, תקרוץ  

 
 

ות היא זווייות ערך מספרי, שהוא מספר ממשי. היחידה שנכיר למדידת  ובאופן זה נייחס לזו

 . בהמשך נכיר יחידה נוספת. , המסומנת על ידי העיגול מעלה 
 

ויות ומעלות), ושאר הז  360(קרי:    360ת של  זוויבסימון במעלות, המעגל השלם מתאים ל

ל  מעג  ת של רבעזווי,  180ת של  זווית של חצי מעגל היא  זווימוגדרת באופן פרופורציונלי:  

1ת של זוויהיא  1ת של  זווי, ו90ת של  זוויהיא   מהמעגל. 360

 ות וערכיהן המספריים. זוויבאיור הבא מוצגות כמה 

 

שתי   להגדיר  יכול  אחת  מנקודה  היוצא  קרניים  שזוג  לב  וכשאנזווינשים  שונות,  ו ות 

ל מתכוונים. זווימתייחסים  אנו  מהן  לאיזו  להבהיר  חשוב  הקרניים,  זוג  ידי  על  המוגדרת  ת 

 נתבונן, למשל, באיור הבא: 
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 180מ־   קטנה  ),1, (. האחת360־ות, המשלימות זו את זו לזוויאותו זוג קרניים כולא שתי  

 .180מ־ גדולה ),2, (הי והשני
 

לא   עוד  שכל  נסכים  נתכוון,  שאליה  הזווית  מהי  פעם  בכל  להבהיר  הצורך  את  למנוע  כדי 

 באופן יחיד.  הזווית. כך נקבעת מידתה של 180ל־ 0ות הן תמיד בין זוויהוצהר אחרת, 
 

לסמן   המקובלות  הדרכים  היא    ותזוויאחת  מהן  אחת  נקודות:  שלוש  של  ציון  ידי  על  היא 

נקודות על כל אחת מקרניה של  הזוויתקודקוד   . מיקומו של  הזווית, והשתיים האחרות הן 

 בכתיבה זו הוא בין שתי הנקודות האחרות.  הזוויתקודקוד 
 

 : ABC  הזוויתבאיור הבא מצוינת 

 

 
 

BAהן  הזווית, וקרני Bהוא  הזוויתקודקוד 


BCו־ 


 . 

45ABCהוא:  הזוויתבמקרה זה גודל  = 

. 

 .ABCית ושוקי הזונקראים  BCו־ BAהקטעים 

 

(בטא),   β(אלפא),   αות היא על ידי אותיות יווניות קטנות, ובמיוחד: זווידרך נוספת לציון 

γ  ,(גמא)δ :(דלתא). לדוגמה 
 

 
 

120αשבאיור זה מקיימת  α  הזווית = °. 
 

 
 ות זווי סוגי 

0תהי  180α< ≤  ת. ויזו °

 

90αאם  <  .ת חדה זווינקראת  αאז   °

90αאם  =  .ת ישרה זווינקראת  αאז   °

90אם  180α° < <  .ת קהה זווינקראת  αאז   °

180αאם  =  . ת שטוחה זווינקראת  αאז   °
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 יות השונים:ובאיור הבא מוצגים סוגי הזו

 

 

 

 

 
 

 ת ישרה. זווישימו לב לסימון המיוחד עבור 

 
 1שאלה 

הז גודל  את  ברשותכם  ומצאו  יש  אם  במדויק  או  משוערך  (באופן  הבא  שבאיור  ויות 

 ת אם היא חדה, ישרה, קהה או שטוחה.זווית). ציינו לגבי כל זווימד־

 ABD א.

 FED ב.

 DEF ג.

 ABC ד.

 α ה.

 DFE ו.

 BDF ז.

 FEC ח. 
 

 
 ות קודקודיות ומשלימות זווי

 ויות הנוצרות ביניהם: ונתבונן בזוג ישרים הנחתכים בנקודה אחת, ובז

 

 
180α ת שטוחה. לכן: זווייוצרות ביחד  βו־ α  הזוויות β+ = ° 

 . ות משלימותזוויהן  βו־ αבמצב זה נאמר ש־

 .αו־ δ, וגם  δו־ γות משלימות, וכמותן גם זוויהן  γ־ו βבאופן דומה,  

 

זו מול זו משני עברי נקודת החיתוך של  זווי.  γ־ו  αיות  וכעת נתבונן בזו  ות אלה נמצאות 

 זו לזו. קודקודיותויות הן והישרים. במצב זה נאמר שהז

 

 286  ד התשובה בעמו  

 

Rhys
Golden Manasherov

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 מתמטיקה קדם אקדמית      140

 8.4משפט 

 ות קודקודיות הן שוות זו לזו.זווי

 
 הוכחה

αיות שבאיור בעמוד הקודם. נוכיח ש־ונתבונן בזו γ=. 

α ו־β  180 ות משלימות, ולכן: זוויהןα β+ = ° 

β ו־γ  180 ות משלימות, ולכן: זוויהןβ γ+ = ° 

180α מכאן:  β γ= ° − =  

 

βות קודקודיות, ולכן  זוויהן  δו־ βבאיור שבעמוד הקודם, גם   δ=. 

 
 2שאלה 

,  הזוויותמצאו את  א. ,α β γ :באיור 

 

 

 

,  הזוויותמצאו את  ב. , ,α β γ δ :באיור 
 

 
 

 
 שרים מקבילים ן יבי  מתאימותות זווי

 את המשפט הבא לא נוכיח: 

 

 8.5משפט 

 ילים לישר שלישי, הם זהים או מקבילים. שני ישרים, המקב

 

1 : אםבניסוח אחר  2 3, ,     ,1הם ישרים 3   32ו־  ,  21אז     21או = . 

 286  ד התשובה בעמו  
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 8.6מסקנה 

21בהינתן שני ישרים מקבילים     1, כל ישר הנחתך עם  2נחתך גם עם. 

 

עם   נחתך  היה  לא  הישר  אם  כי  מיידית,  היא  זו  ל־2מסקנה  מקביל  היה  הוא   ,2  ולפי  ,

 , בסתירה להנחה.1הוא היה מקביל גם ל־ 8.5משפט 

 

עתה מקבילים,    נתבונן  ישרים  שני  יש  שבו  21במצב     ,שלישי וישר   ,m  עם הנחתך   ,

 שניהם: 
 

 
 

ות, כמתואר באיור. יש התאמה בין רביעיית  זווי  4במצב זה, סביב כל נקודת חיתוך נוצרות  

,ויות  והז , ,α β γ δ   לרביעיית הזוויות', ', ', 'α β γ δ : 

 

 מתאימות;  ותזווינקראות  α'ו־ αהזוויות  

 מתאימות;  ותזווינקראות  β'ו־ βהזוויות  

 מתאימות;  ותזווינקראות  γ'ו־ γהזוויות  

 מתאימות. ותזווינקראות  δ'ו־ δהזוויות  

 

 8.7משפט 

 מתאימות הנוצרות בין שני ישרים מקבילים הן שוות זו לזו. ותזווי
 

 לא נוכיח את המשפט. 
 

,' לאור המשפט, מתקיים: ', ', 'α α β β γ γ δ δ= = = = 

 

 שרים מקבילים:ין ות מתאימות ביזווילסיכום, בדיאגרמה הבאה מוצגים כל הזוגות של 
 

 
 

צד   ומאותו  החותך,  הישר  של  צד  מאותו  נמצאות  הזוויות  שתי  האלה,  הזוגות  בכל 

 (למעלה/למטה) של הישרים המקבילים. 
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 ות מתחלפות בין ישרים מקביליםזווי

 נתבונן עתה בזוגות הבאים של הזוויות הנוצרות בין שני ישרים מקבילים וישר חותך: 
 

 
 

בצדדים מנוגדים של  בצדדים מנוגדים של הישר החותך, ות  בכל הזוגות, שתי הזוויות נמצאו

 . מתחלפות בין ישרים מקבילים  ותזוויהישרים המקבילים. הזוויות שבזוגות אלה נקראות 

שבזוג   לב  מתחלפות,  זווינשים  לזזוויות  קודקודית  היא  אחת  לזווית ת  שמתאימה  ווית 

 נקבל:  8.7ו־ 8.4ילוב המשפטים ה. מש יהשני

 

 8.8משפט 

 מתחלפות הנוצרות בין שני ישרים מקבילים הן שוות זו לזו. ותזווי
 

 נתבונן באיור הבא:  לדוגמה,
 

 
 

זו לזו, כי הן   אם נתון כי הקטע העליון מקביל לקטע התחתון אז הזוויות המסומנות שוות 

 ות מתחלפות בין ישרים מקבילים. קל לראות זאת כשמאריכים את הקווים שבאיור:זווי
 

 
 

 3שאלה 

 באיור, אם נתון שהישר העליון מקביל לישר התחתון:  αת הזווית  ו אאצמ

 

 
 

 .70°שגודלה  הזוויתהדרכה: העבירו ישר מקביל לישר העליון והתחתון דרך קודקוד 
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 צדדיות בין ישרים מקבילים־ות חדזווי

אותו צד של הישר החותך, אך מצדדים שונים של ות מות הנמצאזוויכעת נתבונן בזוגות של  

 הישרים המקבילים:
 

 
 

 .ות חד־צדדיות בין ישרים מקביליםזוויהזוויות שבזוגות אלה נקראות  
 

ת זווית שמתאימה לזווית משלימה לזווית אחת היא  זוויחד־צדדיות,    ותזווי  נשים לב שבזוג 

 נקבל:  8.7ה. ממשפט יהשני
 

 8.9משפט 

 .180°ות חד־צדדיות בין ישרים מקבילים הוא  זווישתי  שלהסכום 
 

 לדוגמה, נתבונן באיור הבא: 

 

 
 

, כי  180°אם נתון כי הקטע העליון מקביל לקטע התחתון אז סכום הזוויות המסומנות הוא  

 ות חד־צדדיות בין ישרים מקבילים. זוויהן 
 

 4שאלה 

מ אחד  אם  הבכל  קבעו  מתאימות,   תהזוויואיורים  משלימות,  קודקודיות,  הן  המסומנות 

 , חד־צדדיות, או שאין ביניהן יחס מסוגים אלה. מתחלפות
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בין  שוויונות  מתקבלים  אותן,  החותך  וישר  מקבילים,  ישרים  זוג  בהינתן  כי  אפוא   ראינו 

גם  ותזווי להוכיח  ניתן  המקבילים.  לישרים  החותך  הישר  בין  הפוכים, מ  הנוצרות  שפטים 

 . נתבונן במצב הבא: ותזווי  ויון שלהמבטיחים ששני ישרים יהיו מקבילים, בהינתן שו
 

 
 

ו־   2ו־  1הפעם,   נתון שהם מקבילים),  (לא  ישרים  הוא ישר החותך את שני   mהם שני 

 הישרים. 

 

 8.10משפט 

α'מתאימות (למשל:    ותזווי   אם מתקיים שוויון של α=מתחלפות    ותזווי  ) או שוויון של

α'(למשל:   γ=(למשל:    180°חד־צדדיות הוא     ותזווי  ) או שסכום של' 180α δ+ = °(  ,

1אז  2     1או 2= .   

 

 לא נוכיח את המשפט. 

 
 המשולש 

,נקודות במישור, שאינן על ישר אחד:   3נתבונן במצב שבו נתונות  ,A B C. 

 .  משולשנחבר את הנקודות זו לזו על ידי קטעים. בדרך זו נקבל את הצורה הנקראת 

 

 
 

 .ABCמשולש זה מסומן כך:  

,הנקודות  ,A B C  קודקודי המשולשנקראות . 

,הקטעים  ,AB AC BC  צלעות המשולשנקראים. 

 .aבאות   Aשמול הקודקוד  BCנסמן את הצלע  

 .bבאות   Bשמול הקודקוד  ACנסמן את הצלע  

 .cבאות   Cשמול הקודקוד  ABנסמן את הצלע  

,הסימנים   ,a b c אלה מציינים את צלעות המשולש וגם את האורכים של צלעות . 
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 . ות המשולשזוויקראות נ BAC ,ABC ,ACBהזוויות  

 .αאות ה  , או על ידיA על ידי קודקודה: BACנסמן את  הזווית  

 . β, או על ידי האות Bעל ידי קודקודה:  ABCזווית  ה נסמן את 

 . γ, או על ידי האות Cעל ידי קודקודה:  ACBנסמן את  הזווית  

,הסימנים   ,A B Cα β γ= = =      את הות  זווימציינים  את  וגם  של   גדליםהמשולש 

 אלה.  ותזווי

 

 מסומנות, אפוא, כך:  תהזוויו הצלעות ו

 

 
 
 

 8.11משפט 

 .180°סכום הזוויות בכל משולש הוא 
 

 הוכחה

 : ABישר מקביל לצלע  C. נעביר דרך הקודקוד  ABCנתבונן במשולש 
 

  
 שבין צלעות המשולש לישר המקביל. α ,'β'נתבונן בזוויות 

' כזוויות מתחלפות בין ישרים מקבילים, הן מקיימות: , 'α α β β= = 

,'הזוויות   , 'α γ β שטוחה. לכן:  תזווי ממלאות ביחד ' ' 180α γ β+ + = ° 

β: 180α'ו־ α'נציב את ערכי   γ β+ + = ° 

180αלכן   β γ+ + =    , כפי שרצינו להוכיח.°

 
 5שאלה 

 בכל אחד מהאיורים הבאים:  α  הזוויתמצאו את 
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 6שאלה 

 ת אחת שהיא קהה או ישרה.זוויהוכיחו שבכל משולש יש לכל היותר 
 

 .תויזומשולש קהה־ת קהה קוראים זווילמשולש שיש בו 
 .תזווימשולש ישר־ת ישרה קוראים זווילמשולש שיש בו 

 . ותזווימשולש חד־ותיו חדות קוראים זווילמשולש שכל 

 

יש  זווי, למשולש קהה־6לאור האמור בשאלה   ותיו הן חדות; זווית קהה אחת, ושאר  זווית 

 ותיו הן חדות. זווית ישרה אחת, ושאר זווית יש זוויולמשולש ישר־
 

 
 

 .אי־שוויון המשולשמשולשים היא ת נוספת של דיתכונה יסו

 

 המשולש) ־שוויון (אי  8.12משפט 

 האורך של כל צלע במשולש קטן מסכום אורכי הצלעות האחרות.
 

הן   צלעותיו  שאורכי  משולש  שבהינתן  היא  המשפט  מתקיימים  cו־  a  ,bמשמעות   ,

 האי־שוויונות הבאים:

  

a b c
b a c
c a b

< +
 < +
 < +

 

 יתרה מכך, מתקיים גם משפט הפוך:

 

 8.13משפט 

הם מספרים ממשיים חיוביים שכל אחד מהם קטן מסכום שני האחרים, אז   cו־   a  ,bאם  

 .cו־ a ,bניתן לבנות משולש שאורכי צלעותיו הם 
 

 לא נוכיח את המשפטים האלה.
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 ם מצולעי

3nנניח ש־  נקודות במישור:  nהוא מספר טבעי, ונניח שנתונות   ≤

  1 2 3, , ,..., nP P P P 

1 נתבונן בקטעים הבאים: 2 2 3 3 1 14, , , ..., ,n nnP P P P P P P P P P− 

 

 באופן זה קיבלנו קו סגור במישור. 

עבור   5nלדוגמה,  בנקודות  = נתבונן   ,1 2 3 4 5, , , ,P P P P P נקודה כל  המחברים  ובקטעים   ,

 לנקודה הבאה אחריה (באופן מעגלי, כלומר, לרבות חיבור הנקודה האחרונה לראשונה):
 

 
 

 אם מתקיימים התנאים הבאים: מצולעהצורה המתקבלת נקראת 

בנקודות   א. (למעט  זה  עם  זה  נחתכים  לא  לעיל  שתוארו  1הקטעים  2 3, , ,..., nP P P P  .(

 לא מתקיים המצב הבא:  לדוגמה,
 

 
 

אחד.   ב. ישר  על  נמצאות  לא  מעגלי)  באופן  (לרבות  ברשימה  עוקבות  נקודות  שלוש  כל 

 מתקיים המצב הבא:  לדוגמה, לא
 

 
 

1הנקודות  2 3, , ,..., nP P P P  קודקודי המצולענקראות  . 

1הקטעים   2 2 3 3 1 14, , , ..., ,n nnP P P P P P P P P P−  צלעות המצולענקראים . 
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1 הזוויות:  1 2nP P P P=  

  

2 1 2 3

1 2 1

1 1

n n n n

n n n

P P P P

P P P P

P P P P
− − −

−

=

=

=

 



 

 

 

 . ות המצולעזווינקראות 

 

 . מספר הקודקודים = מספר הצלעות = מספר הזוויותלפיכך, בכל מצולע מתקיים: 

 

 להלן כמה דוגמאות למצולעים: 

 

    :משולש  צלעות נקרא  3מצולע בעל  א.

 

 :מרובעצלעות נקרא    4מצולע בעל  ב.

 

 : מחומשצלעות נקרא    5מצולע בעל  ג.

 

 :משושה צלעות נקרא    6 בעל מצולע ד.

 

ומה שמחוץ  פנים המצולע, שפת המצולע,  חלקים:  לשלושה  מצולע מחלק את המישור  כל 

 למצולע. שפת המצולע היא האיחוד של צלעות המצולע. 

 

 
 

מאפשרת זוויאת   זו  הגדרה  המצולע.  בתוך  הנמצא  הפנימי,  חלקן  לפי  נמדוד  המצולע  ות 

 : 270°שבאיור שווה ל־  α  הזווית. לדוגמה, 180°ת להיות גדולה מ־ זוויל
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 7שאלה 

 המצולע באיור הבא:  ותזווי סמנו את
 

 
 

המשפט הבא (שיובא ללא הוכחה) .  מצולע קמורנקרא    180°יו קטנות מ־ותזווי  מצולע שכל

 מאפיין מצולעים קמורים באופן אחר: 

 

 8.14משפט 

נמצא  ביניהן  המחבר  הקטע  במצולע,  נקודות  שתי  לכל  אם  ורק  אם  קמור  הוא  מצולע 

 במצולע. 
 

שבאיור   המצולע  הנקודות  מימין  לדוגמה,  בין  המחבר  הקטע  כי  קמור,   Bו־   Aאינו 

 ור משמאל הוא קמור.ע שבאיולהמצ  שבמצולע אינו נמצא כולו בתוך המצולע.
 

 
 

 8שאלה 

 ואם אינו קמור, הראו זאת בעזרת קטע מתאים.קבעו לגבי כל מצולע אם הוא קמור או לא, 
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 גם את המשפט הבא לא נוכיח: 

 

 8.15משפט 

 כל המשולשים הם קמורים. 

 
 יות במצולע קמור וסכום הזו

עה זו כדי לחשב את  בידי. נשתמש  180°ויות במשולש הוא  והוכחנו שסכום הז   8.11במשפט  

 ויות במצולע קמור כלשהו:וסכום הז

 

 8.16משפט 

)180צלעות הוא   nויות במצולע קמור בעל וסכום הז 2)n  מעלות.  −

 
 הוכחה

1נסמן את קודקודי המצולע ב־  2, ,..., nP P P  5(באיור שלהלן מודגם עםn =.( 

 .Sות המצולע ב־זווינסמן את סכום 

אל כל קודקודי המצולע על ידי   Pנקודה כלשהי בפנים המצולע. נחבר את הנקודה    Pתהי  

 קטעים ישרים. מכיוון שהמצולע קמור, קטעים אלה נמצאים בתוך המצולע. 

 משולשים:  nבדרך זו חילקנו את המצולע ל־ 
 

 
 

 ויות של כל המשולשים, בשתי דרכים.וכעת נחשב את סכום הז

. לכן סכום הזוויות  180°משולשים, ובכל אחד מהם, סכום הזוויות הוא    nדרך ראשונה: יש  

 מעלות.  180nשל כל המשולשים הוא  

לנקודה  ידרך שנ ולכן סכומן הוא    Pיה: הזוויות שמסביב  . שאר  360°מכסות מעגל שלם 

לזוגות, שתי   כל קודקוד  זוויהזוויות מתחלקות  ליד  לזווית  iPות  זוג שווה  כל  והסכום של   ,

הוא   שקודקודה  הקמור  הוא  iPהמצולע  המשולשים  כל  של  הזוויות  סכום  לכן   .360S + 

 מעלות. 

360 שב אותו הסכום, ולכן מתקבל השוויון ושתי הדרכים מחב 180S n+ = 

180 מכאן:  360 180 180·2 180( 2)S n n n= − = − = −  
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 מהמשפט האחרון נובע, בפרט: 
 
4nבהצבה  • 2·180: סכום הזוויות בכל מרובע הוא = 360= ° . 
5nבהצבה  • 3·180: סכום הזוויות בכל מחומש הוא = 540= °. 
6nבהצבה  • 4·180: סכום הזוויות בכל משושה הוא = 720= °. 
 

 
 ולעים משוכללים מצ

. ניתן  מצולע משוכלליו שוות זו לזו, נקרא  ותזווי  מצולע אשר כל צלעותיו שוות זו לזו, וכל

 להוכיח שמצולע כזה הוא קמור. 

 צלעות:  6ו־ 5, 4, 3מצולעים משוכללים בעלי  וצגיםבאיור הבא מ
 

 
 

 צלעות.  nמשוכלל בעל   צולע, נוכל לחשב את גודל הזוויות במ8.16לפי משפט 

180כאמור שם, סכום הזוויות במצולע הוא  ( 2)n° −. 

180, ונקבל:αכל הזוויות במצולע שוות זו לזו. נסמן את גודלן ב־ ( 2)nnα = ° − 

  180 ( 2) 360180n
n n

α ° − °= = ° −⇒ 

 בפרט נקבל: 

3nבהצבה  • 360180: גודל הזוויות במשולש משוכלל הוא = 60
3

− = °. 

4nבהצבה  • 360משוכלל הוא  מרובע: גודל הזוויות ב=
4

180 90− = °. 

5nבהצבה  • 360180משוכלל הוא  הזוויות במחומש: גודל = 8
5

10− = °. 

6nבהצבה  • 360180משוכלל הוא  הזוויות במשושה : גודל = 0
6

12− = °. 
 

 
 מבוא אינטואיטיבי  –חפיפה 

 נתבונן בזוג הצורות הבאות: 
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ידי   על  וצורה אחת מתקבלת מרעותה  יש התאמה חחהזזה  לכן  ו סיבוב.  נקודות  "ע  בין  על 

ה. התאמה זו משמרת מרחקים: המרחק בין שתי נקודות  יצורה אחת לנקודות הצורה השני

השני בצורה  להן  המתאימות  הנקודות  שתי  בין  למרחק  שווה  האחת  לכן יבצורה  ה. 

' 'AB A B=.    גם זו משמרת  ולמשל  זוויהתאמה  שווה    αות,  הימני  וית  ולזבגודלה  באיור 

'α .שבאיור השמאלי, המתאימה לה 
 

 כעת נתבונן בצורה הבאה:
 

 
 

של הצורה), הזזה  תמונת מראה  צורה זו מתקבלת מהצורות הקודמות על ידי שיקוף (המייצר  

וסיבוב. נקודותיה נמצאות, כמו במקרה הקודם, בהתאמה חח"ע ועל עם כל אחת מהצורות 

''ות. בפרט,  זוויהקודמות, באופן המשמר מרחקים ו ''AB A B=  ו־''α α=. 
 

הצורות על  אם ניתן לשרטט את אחת    חופפות באופן בלתי פורמלי, נאמר ששתי צורות הן  

כוללת    ה מדויקת. הגדרה זו אמ יה, כך שתתקבל הת י על גבי הצורה השנ   נייר שקוף, ולהניח אותו 

 של הצורה המקורית. מראה    תמונת את האפשרות להפוך את הנייר השקוף, כך שתתקבל  
 

שמשמעותו    איזומורפיזםמושג החפיפה הוא מקרה פרטי של מושג כללי במתמטיקה הנקרא  

שוויון צורה. מושג האיזומורפיזם לא מוגבל לצורות גיאומטריות אלא מתייחס גם למבנים  

מתמטיים אבסטרקטיים, כגון קבוצות של מספרים ופעולות ביניהם. החפיפה הגיאומטרית 

רחק. כפי שראינו, בצורות חופפות  , מילה שמשמעותה היא שוויון מאיזומטריה נקראת גם  

 נשמרים המרחקים שבין זוגות נקודות מתאימות.
 

 
 חפיפת מצולעים 

 מדויק.ו נעבור להגדרת מושג החפיפה במצולעים, באופן פורמלי
 

1בהינתן שני מצולעים שקודקודיהם (על פי סדרם) הם   2, ,..., nPP P  1ו־ 2, ,..., nQ Q Q נאמר ,

 אם מתקיימים התנאים הבאים: חופפיםשהמצולעים 
 

 אורכי הצלעות המתאימות שווים, כלומר: א.

  3 21 2 1 2 12 3 1, , ..., n nP P Q Q P P Q Q P P Q Q= = = 

 גודלי הזוויות המתאימות שווים, כלומר: ב.

  1 21 2, , ..., n nP Q P Q P Q= = =      
 

1נסמן זאת כך:   2 1 2... ...n nP P P Q Q Q≅. 
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בהגדרת החפיפה, יש חשיבות לסדר שבו רושמים את קודקודי המצולעים. משמעות הרישום 

1 2 1 2... ...n nP P P Q Q Q≅    שהקודקוד לקודקוד    1Pהיא  הקודקוד   1Qמתאים   ,2P   מתאים

, וכן הלאה. מכאן נגררות התאמה בין צלעות המצולע האחד לצלעות המצולע  2Qלקודקוד  

 ות המצולע האחד לזוויות המצולע השני.זוויהשני, והתאמה בין 

 

 לדוגמה, נתבונן באיור:
 

 
 

ABCDשני מרובעים חופפים. סדר הקודקודים בחפיפה הוא: גים באיור זה מוצ HEFG≅. 

 
 9שאלה 

סדר  את  כתבו  וכן,  במידה  חופף.  הוא  המצולעים  זוג  אם  קבעו  מהסעיפים,  אחד  בכל 

 הקודקודים בחפיפה.
 

 א. 

 
 

 ב.

 
 

 ג. 
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 שולשים חפיפת מ

 שולש בהינתן זוג משולשים, המשולשים הם חופפים אם ניתן לבחור סדר עבור קודקודי המ

,הראשון:   ,A B C    :השני המשולש  קודקודי  עבור  ,'וסדר  ', 'A B C  שמתקיימים כך   ,

 השוויונות הבאים:

' שוויון בין הצלעות המתאימות:  א. ', ' ', ' 'AB A B BC B C AC A C= = = 

,' שוויון בין הזוויות המתאימות:  ב. ', 'A A B B C C= = =       
 

  באופן מפורט יותר, שוויון הזוויות נכתב כך: 

  ' ' ', ' ' ', ' ' 'BAC B A C ABC A B C ACB A C B= = =      
 

'במצב זה נסמן:   ' 'ABC A B C≅   סימון זה מבטא את חפיפת המשולשים, ביחס לסדר .

 הרשום בו.הקודקודים 
 
 
 
 
 
 
 

צ אורכי  בין  שוויונות  שלושה  שוויונות:  שישה  אפוא  נדרשים  משולשים  לעות, לחפיפת 

גודלישוו  ושלושה בין  שונים  ותזווי  יונות  משפטים  בפחות.  להסתפק  שניתן  מתברר  אך   .

בלבד.   משפטי חפיפה הנקראים   על סמך שלושה שוויונות  חפיפה של משולשים  מבטיחים 

ב  טענות  של  בהוכחה  להפליא  שימושיים  הם  אלה  כעת,  גיאוממשפטים  אותם  נציג  טריה. 

 : ללא הוכחה

 

 (משפט החפיפה הראשון)  8.17משפט 

 שני משולשים, השווים באורכי שתי צלעות, ובזווית הכלואה ביניהן, הם חופפים.
 

 נסח משפט זה כך: נבאופן מפורט, 
 

'ו־  ABCיהיו   ' 'A B C    אם משולשים.  'שני  ', ' 'AB A B AC A C= = 

'ו־ ' 'BAC B A C=   אז' ' 'ABC A B C≅ . 

 

 

 

 

 

 

 צלע' ומסומן בקיצור: צ.ז.צ. -תזווי-משפט זה נקרא, מסיבות מובנות, 'משפט החפיפה צלע

 

   חפיפת של  הכללית  ההגדרה  לפי 
 מצולעים 

  ועל הני  סימו הצלעות  קווים שעל 
לבאיור  הזוויות   את    הדגישנועדו 

בין  ויות והזובין  הנדרשים  השוויונות  
   שני המשולשים. ל הצלעות ש
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 (משפט החפיפה השני)  8.18משפט 

 , ובאורך הצלע שביניהן, הם חופפים.ותזווי שתידלי  ושני משולשים, השווים בג 

 

 רט: בניסוח מפו
 

'ו־   ABCיהיו   ' 'A B C    שני משולשים. אם' ' 'ABC A B C=   ,' ' 'ACB A C B=  

'ו־ 'BC B C=  אז' ' 'ABC A B C≅ . 

 
 

 ת' ומסומן בקיצור: ז.צ.ז. זווי-צלע-תזווימשפט זה נקרא 'משפט החפיפה 

 

 (משפט החפיפה השלישי)   8.19ט משפ

 צלעותיהם הם חופפים.באורכי  שני משולשים השווים 

 

 בניסוח מפורט: 

'ו־   ABCיהיו   ' 'A B C     שני משולשים. אם' 'AB A B=  ,' 'BC B C=    ו־' 'AC A C= 

'אז   ' 'ABC A B C≅ . 

 
 

 צלע' ומסומן בקיצור: צ.צ.צ. -צלע-משפט זה נקרא 'משפט החפיפה צלע

 משפט החפיפה האחרון הוא מעט מורכב יותר:

 

 (משפט החפיפה הרביעי)   8.20משפט 

 מביניהן, חופפים.הארוכה ת שממול לצלע זווישתי צלעות ובבאורכי  שני משולשים השווים 
 

 בניסוח מפורט: 

'ו־  ABCיהיו   ' 'A B C     אם משולשים.  'שני  'AB A B=  ,' 'AC A C=  ,AB AC> 

'ו־ ' 'ACB A C B=    אז' ' 'ABC A B C≅ . 
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 המצב שבמשפט מודגם באיור הבא: 

 
 

 

 
 

ABחשוב להדגיש שהתנאי   AC>    נתון שוויון של שתי צלעות זה. אם  חיוני במשפט  הוא 

 , לא מובטח שהמשולשים חופפים. נתבונן בדוגמה הבאה: הקצרה שמול הצלע    הזווית ושוויון  
 

 
 

שמתקיים   למרות  חופפים,  אינם  המשולשים  שני  זה,  'באיור  'AB A B=  ,' 'AC A C= 

'ו־ ' 'ACB A C B= . 
 

 יל בהוכחת המשפט הבא: חפיפה. נתחהעתה נדגים את השימוש במשפטי 
 

 8.21משפט 

 במשולש, אשר כל צלעותיו שוות זו לזו, שוות גם כל הזוויות זו לזו.
 

נקרא   לזו  זו  שוות  צלעותיו  שכל  שווה־צלעותמשולש  היא משולש  המשפט  משמעות   .

יו של משולש ותזווי  , כל151ד  ל. לפי האמור בעמו כלשמשולש שווה־צלעות הוא משולש משו

 .60°כזה שוות 
 

 הוכחת המשפט 

מתקיים  שווה־משולש    ABCיהי   זה  במשולש  ABצלעות.  AC BC= נתבונן = כעת   .

המקACBבמשולש   המשולש  לקודקודי  זהים  הקודקודים  שבו  בסדר    ורי,,  כתובים  אך 

 ם: שונה. נבחן את ההתאמה בין קודקודי שני המשולשי

 .ACBבמשולש  Aמתאים הקודקוד   ABCבמשולש  Aלקודקוד   •

 .ACBבמשולש  Cמתאים הקודקוד   ABCבמשולש  Bלקודקוד   •

 .ACBבמשולש  Bמתאים הקודקוד   ABCבמשולש  Cלקודקוד   •
 

 בהתאם לכך: 
 
 .ACBבמשולש  ACמתאימה הצלע  ABCבמשולש  ABלצלע   •
 .ACBבמשולש  ABמתאימה הצלע  ABCבמשולש  ACלצלע   •

 .ACBבמשולש  CBמתאימה הצלע  ABCבמשולש  BCלצלע   •

B A 

C 
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ABמהשוויון   AC BC= במשולש    = צלע  שכל  לצלע    ABCנובע  באורכה  שווה 

 .ACBהמתאימה במשולש 

≅לפי משפט החפיפה השלישי (צ.צ.צ),   ABC ACB . 

 .ACBמה לה במשולש שווה לזווית המתאי ABCת במשולש זווימכאן נובע שכל 

 .ACBבמשולש  ACBמתאימה לזווית  ABCבמשולש  ABCהזווית  

ABCלכן:    ACB= . 

ABCלהוכיח ש־  יתןבאופן דומה, נ BAC≅  ולהסיק ש־ABC BAC= . 

   שוות זו לזו.  ABCהמשולש  ותזווי לכן, כל

 
 10שאלה 

 היעזרו בחפיפת משולשים לפתרון השאלות הבאות: 

 א.

    
αהוכיחו כי   β=. 

 

  ב.

    
ABהוכיחו כי   CD=. 
 

 
 משולש שווה־שוקיים 

נקרא זה,   שוקיים־שווה   משולש  במקרה  באורכן.  לזו  זו  השוות  צלעות  שתי  בו  יש  אם 

הסמוכות    הזוויות. לשתי  הבסיס, והצלע השלישית נקראת  השוקייםהצלעות השוות נקראות  

 . ת הראשזוויוית השלישית נקראת ו. הזות הבסיסזווילבסיס קוראים 

 

 8.22משפט 

 זו.ל ות הבסיס שוות זוזוויבמשולש שווה־שוקיים, 
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 הוכחה

ABשבו מתקיים  ABCנתבונן במשולש  AC=: 
 

 
 

≅, נובע ש־ 18.2בדומה להוכחת משפט  ABC ACB ולכן ,ABC ACB= .   
 

 11שאלה 

 ת הראש?זווי. מהי 20°ות הבסיס הן זווים,  במשולש שווה־שוקיים מסוי א.

 הבסיס? ותזווי . מהן80°ת הראש היא זוויים,  ים מסושוקי־ במשולש שווה ב.
 

 : 8.22המשפט הבא הוא משפט הפוך למשפט 

 

 8.23משפט 

 ות במשולש שוות זו לזו בגודלן, אז הצלעות שמולן שוות זו לזו באורכן. זוויאם שתי 

 
 12שאלה 

 . 8.23הוכיחו את משפט 

 

 ם, נקבל:נימשילוב שני המשפטים האחרו

 

 8.24מסקנה 

 שתיים מזוויותיו שוות זו לזו.  ורק אם שוקיים אם־משולש הוא שווה

 
 13שאלה 

 הוכיחו שאם כל הזוויות של משולש שוות זו לזו אז הוא שווה־צלעות. 
 

 
 ישרים מאונכים; גובה במשולש 

הנוצרות    הזוויותנתבונן במצב שבו שני ישרים נחתכים בנקודה אחת, ונניח שאחת מארבע  

 זווית הישרהה  ויות שלידושתי הז. במקרה זה כל ארבע הזוויות הן ישרות:  ת ישרהזווי  היא

משלימות  זוויהן   ל־לה  ות  שוות  180ולכן  90 90− = הזו° שמולו .  הישרה  ית  היא   הזווית 

 .90°ולכן שווה גם היא ל־ לה ת קודקודית זווי

 

 , זה לזה.ניצבים, או מאונכיםהישרים הם ר ששני במצב זה נאמ

⊥, נכתוב:  mך לישר מאונ כדי לציין שישר  m. 
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    8.25משפט 

 .ומאונך ל־  P  נקודה. אז יש ישר יחיד העובר דרך Pישר ותהי  יהי  
 

 הוכחה

 נוכיח תחילה את קיומו של ישר כנדרש: 

 עובר דרך  m  אם.  המאונך לישר    m. נעביר דרכה ישר  נקודה כלשהי על הישר    Qתהי  

P  ,אחרת כנדרש.  ישר  מצאנו   ,P  מחו נמצא וmלישר  ץ  ת  המקבילים  ,  אקסיומת  לפי 

נחתך עם   m'הישר    .Pועובר דרך    m, המקביל ל־m'ישר יחיד,  ), קיים קו  .38(אקסיומה  

. לכן  mו־  הישרה שבין    הזוויתשבאיור מתחלפת עם    α  הזווית .  8.6  מסקנה, לפי  הישר  

90α = ', ומכאן  ° ⊥ mמצאנו ש־ .'m  .מקיים את התכונות המבוקשות 
 

 :  הוא יחיד ישר המקיים תכונות אלהשכעת נוכיח 

ת זווי, מקיימים את התכונות המבוקשות. שני הישרים יוצרים  m'ו־  m  שני ישרים,  נניח ש

 Pהים או מקבילים. לא ייתכן שהם מקבילים, כי  ם ז, ה8.5  , ולפי משפטישרה עם הישר  

m='נקודה משותפת לשניהם. לכן   היא m.   

 

 .P  דרך האנך ל־ נקרא  Pעובר דרך נקודה ו ישר הישר המאונך ל 

 . על הישר P  היטל הנקודה נקראת  שר האנך עם הינקודת החיתוך של 

ב־ זו  נקודה  ש־ P'נסמן  להוכיח  ניתן   .'P  ל־ ביותר  הקרובה  הנקודה  נקודות   Pהיא  מבין 

שאלה    הישר   של   PP'  האורך  .שבהמשך)  26(ראו  ביותר  הקטן  המרחק  לפיכך,  הוא, 

 . מהישר P מרחק הנקודה נקרא  PP'. מסיבה זו, האורך מנקודות הישר  Pהנקודה 
 

. הקטע המחבר בין קודקוד של המשולש לבין ההיטל שלו על  ABCנתבונן עתה במשולש  

 במשולש.  גובה הצלע הנגדית (או על המשכה) נקרא 
 

 : BCאל הצלע   Aבפרט, נתבונן בגובה מהקודקוד 
 

 
 

 . Aורד מ־ עקב הגובה המ) נקראת BCעל הצלע   Aשבאיור (היטל הקודקוד  A'הנקודה 

 כעת נתבונן בגובה במשולש הבא: 
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ח  לא  הגובה  זה, עקב  על הצלע  במקרה  קורית    BCל  זו  על המשכה. תופעה  אחת  כש אלא 

 קהה. B ,Cויות  והז

 

 קיימים שלושה גבהים: מכל קודקוד מורד גובה אל הצלע הנגדית.   ABCבמשולש 
 

 
 

תופע אחת.  בנקודה  נפגשים  הגבהים  ששלושת  להבחין  ניתן  שבאיור,  נכונה במשולש  זו  ה 

 באופן כללי:

 

    8.25משפט 

 שלושת הגבהים במשולש (או המשכיהם) נפגשים בנקודה אחת.
 

 לא נוכיח משפט זה.

 
 14שאלה 

הזוויות    ABCבמשולש   30נתונות  , 80 , 70= ° = ° = °  A B C ה הוא    AA'  קטע. 

A'ו־ BAA'. מצאו את הזוויות BCהגובה לצלע  AC. 

 
 15שאלה 

 הוכיחו:

 שני ישרים המאונכים לאותו הישר הם זהים או מקבילים.  א.

⊥אם  ב. m ו־k m  אז⊥ k. 
 

 
 ת ואנך אמצעי זוויתיכון, חוצה  

 בדומה לשלושת הגבהים, המוגדרים בכל משולש, מוגדרים הקטעים הבאים:

 . תיכוןקטע המחבר בין קודקוד לאמצע הצלע שמולו נקרא  א.

של הקודקוד לשני   וויתהזקטע המחבר בין קודקוד לנקודה על הצלע הנגדית, ומחלק את   ב.

 .תזווי חוצה חלקים שווים, נקרא 

 . אנך אמצעיישר המאונך לצלע ועובר דרך אמצע הצלע נקרא  ג.
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 באיור הבא מודגמים מושגים אלה:
 

 
 
 

 

 המשפט הבא (המאגד בתוכו שלושה משפטים) יובא ללא הוכחה: 

 

    8.26משפט 

 בכל משולש: 

 של המשולש). מרכז הכובד(נקודה זו נקראת ת דה אח שלושת התיכונים נפגשים בנקו  א.

 ויות נפגשים בנקודה אחת. ושלושת חוצי הז ב.

 שלושת האנכים האמצעיים נפגשים בנקודה אחת.  ג.

 

חוצי   מפגש  נקודת  של  טיבן  על  נעמוד  השיעור  האנכים    הזוויותבהמשך  מפגש  ונקודת 

 האמצעיים.

 
 16שאלה 

הזוויות    ABCבמשולש   30נתונות  , 80 , 70A B C= ° = ° = °    הקטע  .'AA    הוא

AA'ו־ BAA'. מצאו את הזוויות  )BCמונחת על הצלע   A )'Aחוצה הזווית  C. 
 

 במשולש שווה־שוקיים חלה התלכדות בין כמה מהמונחים שהוגדרו:

 

    8.27משפט 

ש־   ABCיהי   נניח  שווה־שוקיים:  ABמשולש  AC= הזווית וחוצה  התיכון  הגובה,  אז   .

 , מתלכדים.Aהיוצאים מהנקודה 
 

 היא תרגיל טוב בחפיפת משולשים.  8.27הוכחת משפט 
 

 17שאלה 

 . 8.27הוכיחו את משפט 
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( )=AP BP 
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 סוגי מרובעים

 יר כמה סוגים מיוחדים של מרובעים:בעל ארבעה קודקודים. נכו מרובע הוא מצולע כלשה

 הוא מרובע משוכלל.  ריבוע א.

 יו ישרות.ותזווי הוא מרובע שכל מלבן ב.

 היא מרובע בעל שני זוגות של צלעות מקבילות זו לזו. מקבילית ג.

 הוא מרובע בעל זוג אחד של צלעות מקבילות זו לזו.  טרפז  ד.

 ל צלעות סמוכות שוות זו לזו.ות שעל שני זוגרובע ב הוא מ דלתון ה.

 הוא מרובע שכל צלעותיו שוות זו לזו. מעוין ו.
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 סודיות של מרובעים אלה:נכיר כמה מהתכונות הי
 

יו שוות זו לזו, וכל צלעותיו שוות זו לזו. כפי  ותזווי  לפי ההגדרה, ריבוע הוא מרובע שכל א.

הריבועים  הריבוע הן ישרות. לכן הריבוע נקבע על פי אורך צלעו: כל    ותזווי   שראינו, כל

 , חופפים זה לזה. aבעלי אורך צלע נתון,  
 

 כל ריבוע הוא מלבן. דבר זה נובע מיידית מכך שזוויות הריבוע הן ישרות. ב.
 

מאונכות   ג. המלבן  של  נגדיות  צלעות  ששתי  מכך  נובע  זה  דבר  מקבילית.  הוא  מלבן  כל 

(כי   (לפי שאלה  מאונכות לשתי הצלעות האחרהן  לאותה הצלע  הן מקבילות  ולכן  ות), 

14.( 
 

שתי   ד. כל  שתיזוויבמקבילית,  וכל  לזו,  זו  שוות  נגדיות  מסתכמות    ותזווי  ות  סמוכות 

 .180°ל־

  :הוכחה  

נגדיו  שזוויות  מכך  מיידית  נובע  זה  במקדבר  הןבית  ישרים   ותזווי   לית  בין  מתחלפות 

  חד־צדדיות בין ישרים מקבילים. ות זווי ת סמוכות במקבילית הןו זווימקבילים, ו

 

 מקבילית  מלבן ריבוע 

 מעוין דלתון טרפז 
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 במקבילית, כל שתי צלעות נגדיות שוות זו לזו. ה.

 :הוכחה  

 .AC, ונעביר את הקטע  ABCDנתבונן במקבילית   
 
 
 
 
 
 
 

ACDנוכיח את חפיפת המשולשים    CAB≅  : 

ACD כזוויות מתחלפות בין ישרים מקבילים,   CAB=  

DAC  וגם   BCA=  

AC כמו כן, מתקיים:  CA= 

 פי משפט החפיפה ז.צ.ז, המשולשים חופפים.ל 

AB מחפיפה זו נובע:  CD= 

ADבאופן דומה ניתן להוכיח ש־   BC=.   
 

 במלבן, כל שתי צלעות נגדיות שוות זו לזו. ו.

 כי כל מלבן הוא מקבילית.מיידית מהטענה בסעיף ה, מסקנה טענה זו היא  

ידי אורכי צלעותיו: כל שני מלבני  ם שאורכי צלעותיהם צורת המלבן נקבעת לפיכך על 

 , הם חופפים.bו־ aהם מספרים נתונים  
 

 (טענה הפוכה לתכונה ה): מרובע שבו כל שתי צלעות נגדיות שוות הוא מקבילית. ז.

 .19להוכחה, ראו שאלה  
 

 כל מעוין הוא מקבילית. ח. 

 .טענה זו נובעת מיידית מהטענה הקודמת 

 
 18שאלה 

 את סוגו של כל מרובע.  קבעו

 

 

 ד. ג. ב. א. 

 

 

 ח.  ז. ו. ה.
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 19שאלה 

 הוכיחו את תכונה ז: מרובע שבו כל שתי צלעות נגדיות שוות הוא מקבילית.

 
 20שאלה 

 במרובע הוא קטע המחבר שני קודקודים נגדיים.  אלכסון

שבדלתון א. מקמור  הוכיחו  האלכסונים  שני  לזה,  זה  את  אחו  אונכים  חוצה  האלכסונים  ד 

  רעהו (כלומר מחלק אותו לשני חלקים שווים). 

 ן, שני האלכסונים מאונכים זה לזה וחוצים זה את זה.שבריבוע ובמעויו וכיחה ב.
 

 
 היקף של מצולע 

ההיקף של מצולע מוגדר כסכום אורכי צלעותיו. באופן ציורי, אם נצא מקודקוד של המצולע,  

 ולע עד שנשוב אל נקודת ההתחלה, המרחק שנעבור ישווה להיקף המצולע.מצונלך לאורך ה

 ). perimeter(קיצור המילה האנגלית  pאת ההיקף נסמן בדרך כלל באות 

 

 הוא:ולש , היקף המשcו־ a ,bלדוגמה, בהינתן משולש שאורכי צלעותיו הם 

  p a b c= + + 
4p , היקפו הואaע שאורך צלעו הוא ובהינתן ריבו a a a a a= + + + = 

 

 

 

 

 
 21שאלה 

 .bורוחבו הוא  aמצאו נוסחה להיקף מלבן שאורכו הוא  א.

 ו שהאורך של כל צלע במשולש קטן ממחצית היקפו.וכיחה ב.
 

 
 מושג השטח

במטרים  נמדד  דירה  של  שטח  לדוגמה,  היומיום.  מחיי  השטח  מושג  את  מכירים  כולנו 

רבועים; שטח של מגרש נמדד בדונמים (דונם = אלף מטרים רבועים); שטח של מדינה נמדד  

 בדרך כלל בקילומטרים רבועים.

הסיב אחת  הוא  השטח  למושג  ענףות  של  גיאומה  התפתחות  המילולית  משמעותה  טריה. 

 טריה היא 'מדידת אדמה'. גיאומ היוונית המילה

טריה באופן שיטתי הוא חיבורו של ר' אברהם גיאומהספר הראשון בשפה העברית שעסק ב

ה־ במאות  שחי  חייא,  זה   12וה־  11בר  לספר  במבוא  והתשבורת'.  המשיחה  'חבור  בספרד, 

בר  מסבי שלימחיר  היא  המאפשר גיאומוד  קרקעות  שטחי  של  מדויק  לחישוב  חיוני  טריה 

 רקעות המתחייבת ממצוות התורה.חלוקה צודקת של ק
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מושג השטח מייחס ערך מספרי אי־שלילי לקבוצות במישור. לא נגדיר מושג זה במלואו, אך 

 נסתמך על מספר תכונות יסוד שלו:
 

 ובנוסחה: שווה למכפלת אורכים אלה. bו־ aהשטח של מלבן שאורכי צלעותיו הם   א.

  S ab= 

 השטח של גוף חד־מימדי כמו ישר, קרן או קטע שווה לאפס.  ב.

 אם נחלק צורה לשני חלקים, יהיה שטחה שווה לסכום שטחי שני החלקים.  ג.

 ח.  ות הן שוות־שטצורות חופפ ד.
 

שמצוין   לאורך,  יחידותגיאומבבדומה  ללא  צורות  טריה  של  השטח  גם   הוא טריות  גיאומ, 

יחידת שטח. לדוגמה,  יחידת אורך, תתקבל ממנה מיידית  נבחר  יחידה. אך אם  מספר ללא 

; ואם יחידת האורך היא  )מ"ר(אם יחידת האורך היא מטר אז יחידת השטח היא מטר רבוע  

בהתאם לכך, בהינתן מלבן שאורכו  סנטימטר רבוע (סמ"ר).    האורך היאת  חידאז י  סנטימטר

 ים רבועים.ושה מטר ורוחבו שני מטר, שטחו של המלבן הוא שישה מטרשל
 

 טריות שונות.גיאומנפנה למדידת שטחיהן של צורות 
 

, ניצביםנקראות  במשולש כזה  הישרה    הזוויתשוקיה של    ת.זוויבמשולש ישר־נתבונן תחילה  

 . יתרזווית הישרה נקראת ול הוהצלע שמ

 
 

 

 

 

מש  של  השטח  את  לחשב  ישר  כדי  הם  זוויולש  ניצביו  שאורכי  במלבן  bו־  aת,  נתבונן   ,

ABCD   שאורכי צלעותיו הםa ו־b  ובאלכסון ,AC : 
 

 

 

 

 
 

ש ישרי־זווית,  משולשים  לשני  המלבן  את  מחלק  הם  אוהאלכסון  ניצביהם  . bו־  aרכי 

שווים בשטחם. לפיכך, שטח המלבן כפול משטח כל    ובפרט(צ.ז.צ),    משולשים אלה חופפים

 אחד מהמשולשים:

  2ABCD ABC ADC ABCS S S S= + =
  

 

 : 2נחלק ב־
2 2

ABCD
ABC

S abS = =


 

 קיבלנו את הכלל הבא:

 שטח משולש ישר־זווית שווה למחצית מכפלת ניצביו.

   האותS .מציינת שטח 

a 

      

b 

      

 

      

a 

      

b 
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 של משולש כלשהו. השטחנה לחישוב נפ כעת

 משולש, ונציירו באופן הבא:  ABCיהי  

 

 

 

 

 

(הצלע   זה  במצב  מוצג  והקודקוד    BCכשהמשולש  לקרוא   Aבמאוזן  מקובל  הצלע),  מעל 

 .  בסיס המשולש BCלצלע  
 

h'אל הבסיס. נסמן   Aמהקודקוד   AA'נתבונן בגובה  AA= . 

 .גובה המשולשאורך זה נקרא 
 

AA',  תזווימחלק את המשולש לשני משולשים ישרי־ AA'הגובה   B ו־'AA C. 

 עיל:ם לפי הנוסחה שפיתחנו ליהנחשב את שטח 

  ' '
' ' ' ' ' ',
2 2 2

·
2

· · ·
AA B AA C

AA BA h BA AA CA h CAS S= = = =
 

 

 שווה לסכום שני שטחים אלה: ABCשטח המשולש 

  
( )

' '
'· '' '

2 2 2
·

ABC AA B AA C
BA A C hBA CAS h hS S

+
= + = + =

  

 

האות    ,BCהצלע   ידי  על  גם  י  ,aהמסומנת  על  הנקודה  מחולקת   BA'לקטעים    A'די 

A'ו־ C:לפיכך . 

  ' 'BA A C BC a+ = =  

 ומתקבלת הנוסחה
2ABC

ahS =


 

 . ולש שווה לחצי מכפלת הבסיס בגובה מש ה טח ש             במילים:
 

ניתן    בכלל זה.שאחת הצלעות היא במאוזן, כדי להיעזר  ש יהיה מוצג כך  ולשהמש  אין הכרח

 כללי יותר:בניסוח   ולבטא
 

 צלע בגובה המורד אליה מהקודקוד הנגדי.אורך משולש שווה לחצי מכפלת ה שטח 
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 22שאלה 

 חשבו את שטחי המשולשים הבאים:
 

 

 

 ג. ב.  א.
 

 

 

 . 1א והערה: כל משבצת באיור זה היא ריבוע שאורך צלעו ה

 

 נעבור להצגת נוסחאות השטח של מקבילית ושל טרפז.  
 

ABשבו נתון   ABCDנתבונן בטרפז   CD: 

 

 

 

 
 
  

הצלע  נוריד מ פני  על  כלשהי  אח  להוכיניתן  .  ABלצלע    אנך  CDנקודה  האנך  ינו  שאורך 

 .hומסומן  גובה הטרפז תלוי בבחירת הנקודה. אורך זה נקרא 

 . נוסחת השטח של טרפז היא: בסיסי הטרפז נקראים  CDו־ ABהקטעים 

  
2ABCD

AB CDS h += ⋅ 

 .שטח הטרפז שווה למכפלת גובה הטרפז בממוצע אורכי הבסיסים ובמילים: 

 לא נוכיח נוסחה זו.
 

 :ABCDכעת נתבונן במקבילית 

 

 

 

  

 

ABבמרובע זה מתקיים גם  CD ; .נוסחת השטח שהוצגה לטרפז נכונה גם במקרה זה 

ABבמקבילית מתקיים   CD= .  ,מכאן( ) 2AB CD AB+  , ולכן =
 

  ABCDS h AB⋅= 
 

  . יורד אל צלע זושטח המקבילית שווה למכפלת אורך צלע המקבילית בגובה ה במילים: 
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 23שאלה 

 חשבו את שטחי המרובעים הבאים:
 

 א. 

 

 ב.

  
 . 1א והערה: כל משבצת באיור זה היא ריבוע שאורך צלעו ה

 
 24שאלה 

 אלכסוניו.מכפלת אורכי מחצית הוכיחו: שטחו של דלתון קמור שווה ל
 

 
 משפט פיתגורס

 : c, והיתר שלו הוא bו־  aשניצביו הם נתבונן במשולש ישר־זווית 
 

 

 
  

 

קשר   מתאר  פיתגורס,  היווני  והפילוסוף  המתמטיקאי  של  שמו  על  הקרוי  הבא,  המשפט 

 אלגברי בין אורכי צלעות המשולש:

 

 (משפט פיתגורס)  8.28משפט 

 , ריבוע אורך היתר שווה לסכום ריבועי אורכי הניצבים:במשולש ישר־זווית

  2 2 2a b c+ = 
 

 הוכחה

aא  ושאורך צלעו ה  ABCDנתבונן במרובע   b+  ונקצה על צלעותיו נקודות ,, , ,E F G H  

AE כמתואר באיור, כך ש:  BF CG DH a= = = = 

EB יה זו נובע: ימבנ FC GD HA b= = = = 
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    :ביוונית) ;  Πυθαγόραςפיתגורס 
בקירוב  582 לפנה"ס   496  -  לפנה"ס 

יווני. בקירוב) ופילוסוף  מתמטיקאי   .
אשר  הפיתגוראית  האסכולה  מייסד 
פילוסופיה,   במתמטיקה,  עסקה 

 אסטרונומיה ומוזיקה.
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, כעת נתבונן במשולשים:  , ,AEH BFE CGF DHG    

המשולשים   הם  כל  שלהם  הניצבים  ואורכי  ישרי־זווית  המשולשים  bו־  aהם  כל  לכן   .

. לכן אורך כל צלעות  cהוא  של כולם  ואורך היתר  צ.ז.צ,  החפיפה  חופפים זה לזה לפי משפט  

 .cהוא   EFGHהמרובע  
 

AEHמחפיפת המשולשים   BFE≅    נובע שוויון הזוויותAHE BEF=  .:לכן 

  180 AEH HEF BEF AEH HEF AHE° = + + = + +      

 היא ישרה, לכן:  A  הזווית, ו180°סכום הזוויות הוא  AEHמצד שני, במשולש 

  90AEH AHE+ = °  

180 לפיכך:  ( ) 180 90 90HEF AEH AHE= ° − + = ° − ° = °   

 הן ישרות. EFGHות המרובע זוויבאופן דומה ניתן להוכיח שכל 
 

 .cהוא ריבוע, שאורך צלעו הוא  EFGHהוכחנו אפוא שהמרובע  

הגדול   הריבוע  שטח  ABCDשטח  לסכום  המשולשים   EFGHהריבוע    ישווה  וארבעת 

 ישרי הזווית. לפיכך: 

  ( )2 2
2

4a b c ab+ = + ⋅ 

  2 2 22 2a ab b c ab+ + = +⇒ 

  2 2 2a b c+ =⇒  
 

 

נוכל למצוא   משפט פיתגורס הוא אחד המשפטים הנודעים במתמטיקה, ושימושיותו רבה. 

 ת, בהינתן אורכי שתי הצלעות האחרות. זוויצלעות במשולש ישר־הבעזרתו את אורך אחת 

 נתבונן בדוגמאות הבאות: 
 

. כדי למצוא את אורך היתר, נסמן  4ו־  3שאורכי ניצביו הם    תזווינתבונן במשולש ישר־ א.

22 . לפי משפט פיתגורס: cאותו ב־ 23 4 25c = + = 

 c  :5 הוא חיובי, ולכן נסיקc = 

 . 5אורך היתר הוא, אפוא,   
 

 , מקיים:c. אורך היתר, 1 םשאורכי שני ניצביו ה תזווינתבונן במשולש ישר־ ב.

   22 21 1 2c = + = 

2c מכאן:   =  
  

אינו רציונלי, כלומר, אינו ניתן להבעה כיחס בין    2, המספר  1: כזכור משיעור  רה עה  

שלמים.   מפתיעה,  מספרים  תגלית  היה  רציונלי  אינו  שאורכו  במישור  קטע  של  קיומו 

   ואפילו מאכזבת, עבור אסכולת הפיתגוראים, תלמידיו וממשיכי דרכו של פיתגורס.
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עד לגילוי זה הם החזיקו באמונה שהיקום כולו מתנהל על פי יחסים בין מספרים שלמים,   

שונים    לרבות צלילים  המפיקים  מיתר  אורכי  בין  והיחסים  בשמיים  הכוכבים  תנועות 

 גילוי. כואבת עם אותו זו ספגה מכה  אמונהבסולם המוזיקלי. 
 

שווה־צלעות   ג. במשולש  הABCנתבונן  צלעו  שאורך  ג1א  ו,  את  נחשב  המשולש ו.  בה 

 :Aמהקודקוד  
 

'1  הוא גם תיכון, ולכן  AA'  , הגובה.278לפי משפט  
2 2

BCA C = = 

AA'כעת, נתבונן במשולש   C ,משולש זה הוא ישר־זווית, ולפי משפט פיתגורס . 

  
2 2 2
' 'AA A C AC+ = 

h'הגובה    AA=   ,מקיים, אפוא 
2

2 21 1
2

h  + = 
 

 

  2 3
4

h =⇒ 

3 :חיובי hומכיוון ש־ 
2

h =⇒ 

1 כעת נוכל לחשב את שטח המשולש:  
2

· 3
42ABC

ahS h= = =


 

 
 25ה לשא

 . מצאו את אורך היתר.2ו־ 1ת, אורכי הניצבים הם זוויבמשולש ישר־ א.

 . מצאו את אורכי הניצבים.3שוקיים, אורך היתר הוא ־ת ושווהזוויבמשולש ישר־ ב.

12מצאו את אורך האלכסון במלבן שממדיו הם  ג. 5×. 

 
 26שאלה 

 .על הישר  Pהיטל הנקודה  P'נקודה במישור, ו־  Pישר,  יהיו  

 הקטן ביותר.  אהו  Pהיא הנקודה שמרחקה מ־   ,'Pל נקודות הישר הוכיחו שמבין כ 
 

 
 נוסחת הרון 

 הנוסחה שנציג כעת מאפשרת לחשב את שטחו של כל משולש, בהינתן אורכי צלעותיו. 

 

 (נוסחת הרון)  8.29משפט 

), נגדיר: cו־ a ,bבהינתן משולש שאורכי צלעותיו הם   ) 2p a b c= + +. 

) שטח המשולש הוא: )( )( )S p p a p b p c= − − − 
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 נדגים את השימוש במשפט: 
 

,2נתבונן במשולש שאורכי צלעותיו הם   א.  . נחשב: 2,3

  2 2 3 7
2 2

p + += = 

 שטח המשולש הוא: 

 3 3 3 17 7 7 7 7 9 32 2 7
2 2 2 2 2 16 4

7
2 2 2

S    = − − − = = =   
 

⋅⋅


⋅ ⋅
  

 

 נחשב:  .1א  ושאורך צלעו ה תנתבונן במשולש שווה־צלעו ב.

  1 1 1 3
2 2

p + += = 

3 שטח המשולש הוא:  3 3 3 3 31 1 1
2 2 2 2 16 4

S    = − − − = =   
   

  

 קיבלנו את אותה תוצאה שחישבנו בעבר.  

 
 27שאלה 

 : 5,6,7בהינתן משולש שאורכי צלעותיו הם  

 חשבו את שטח המשולש. א. 

  בהי המשולש.וחשבו את אורכי שלושת ג ב.

 
 (*)  28שאלה 

  הוכיחו את נוסחת הרון.
  –הדרכה: התבוננו באיור הבא 

 

 

 

 

 

 

,'משוואות המקשרות בין הגדלים  3מצאו  ' , 'x BA y A C h AA= = = . 
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   שאלה מציינת   (*) זה  בשיעור 
להתעמק  למעוניינים  מאתגרת, 

 בנושא מסוים.
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 אינטואיטיבי מבוא  –דמיון  

 בשתי הצורות הבאות: נתבונן 

 

 

  

 
  

פי    תמהשמאלי  תמתקבל  תהימני  צורהה הגדלה  ידי  צילום חש(  2על  מכונת  על  למשל  בו 

 או על הגדלה של תמונה על מסך הטלפון או המחשב).  2המגדילה מסמך פי 
 

2λנסמן:     נבחין בתופעות הבאות:. =
 

שתי הנקודות המתאימות     מהמרחק בין  λמימין הוא פי    א. המרחק בין שתי נקודות בצורה

· משמאל. למשל: בצורה להן ' 'AB A Bλ= 

   · ' 'BC B Cλ= 

ורכי הקטעים המתאימים שווה ליחס בין א   תהימני  צורההיחס בין שני אורכי קטעים ב  ב.

 . לדוגמה:יתבצורה השמאל

  ' '
' '

AB A B
BC B C

= 

 .שוויון בין יחסים פנימייםלשוויון זה נקרא:  

כל  ביהיחס   ג. בין  לו בצורה השמאלית שווה ליחס  ן קטע בצורה הימנית לקטע המתאים 

 בצורה השמאלית. לדוגמה:לו קטע אחר בצורה הימנית לקטע המתאים 

  
' ' ' '

AB BC
A B B C

= 

 .שוויון בין יחסים חיצונייםלשוויון זה נקרא:  

α'לדוגמה:  השמאלית.ת בצורה הימנית שווה לזווית המתאימה לה בצורה זוויכל  ד. α=. 
 

קבוע  , או  יחס הדמיוןנקרא    λהמספר    .פרופורציונליות, או  דומותנאמר שצורות אלה הן  
 .  הפרופורציה 

 
 29לה שא

השוואת   ידי  ועל  פנימיים,  יחסים  השוואת  ידי  על  הנעלם  את  מצאו  מהאיורים  אחד  בכל 

 , ומצאו את יחס הדמיון. ים יחסים חיצוני

 

 

  ב.  א.
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 דמיון מצולעים

 נעבור להגדרת מושג הדמיון במצולעים, באופן פורמלי ומדויק.
 

1בהינתן שני מצולעים שקודקודיהם (על פי סדרם) הם   2, ,..., nPP P  1ו־ 2, ,..., nQ Q Q נאמר ,

 אם מתקיימים התנאים הבאים: יםדומשהמצולעים 
 

כל א. פרופורציונליים,  המתאימות  הצלעות  קבוע  אורכי  מספר  קיים  שעבורו    λומר, 

 מתקיים

  1 2 1 2 2 3 2 3 1 1· · ·, , ..., n nP P Q Q P P Q Q P P Q Qλ λ λ= = = 
 

 גודלי הזוויות המתאימות שווים, כלומר: ב.

  1 21 2, , ..., n nP Q P Q P Q= = =      

 

1נסמן זאת כך:   2 1 2... ...n nP P P Q Q Q. 

 בין המצולעים. יחס הדמיוןבתנאי א נקרא  λהקבוע  
 

 :הערות

ד להגדרת החפיפה. ההבדל בין שני המושגים הוא שבדמיון, לא  והגדרת הדמיון דומה מא א.

 נדרש שוויון בין אורכי הצלעות, אלא קיומו של יחס קבוע ביניהם.

כמו בהגדרת החפיפה, יש חשיבות לסדר שבו רושמים את קודקודי המצולעים; סדר זה   ב.

 ותיהם, כפי שהכרנו בעבר.זווייהם ומגדיר התאמה בין קודקודי המצולעים, צלעות

 , באמצעות השוויונות הבאים:λניתן לבטא את תנאי א ללא הקבוע   ג.

  2 3 11

2 31 2 1

2 ... n

nQ Q
P P P PP P

Q Q QQ
= = = 

הם    אלה  פנימיים.  שוויונות  יחסים  בין  שוויונות  מהם  נובעים  חיצוניים.  יחסים  בין 

 לדוגמה:

  1

2 3

2 1 2

2 3

P P Q Q
P P Q Q

=  

 
 30שאלה 

 האם כל שני ריבועים הם דומים? א.

 האם כל שני מלבנים הם דומים? ב.

 האם כל שני משולשים שווי־צלעות הם דומים? ג.

 האם כל שני משולשים שווי־שוקיים הם דומים? ד.
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 דמיון משולשים 

ניתן לבחור סדר עבור קודקודי המש זוג משולשים, המשולשים הם דומים אם  ולש בהינתן 

,הראשון:   ,A B C    :השני המשולש  קודקודי  עבור  ,'וסדר  ', 'A B C  שמתקיימים כך   ,

 השוויונות הבאים:

 שוויון בין יחסי הצלעות:  א.
' ' ' ' ' '

AB BC AC
A B B C A C

= = 

,' שוויון בין הזוויות המתאימות:  ב. ', 'A A B B C C= = =       

 

 

 

 

 

 

 

~מסומן כך:  (בסדר הקודקודים שצוין לעיל) דמיון המשולשים  ' ' 'ABC A B C . 

 

 פט הבא מראה כי ניתן להסתפק רק בחלק מתנאים אלה, ושאר התנאים נובעים מהם. משה

 

 8.30משפט 

',  ABCבהינתן המשולשים   ' 'A B C: 

 אם מתקיים שוויון יחסי הצלעות:  א.
' ' ' ' ' '

AB BC AC
A B B C A C

= = 

~אז   ' ' 'ABC A B C . 
 

,' אם מתקיים שוויון הזוויות:  ב. ', 'A A B B C C= = =      

~אז   ' ' 'ABC A B C . 
 

 :הערות

של א. שוויון  בהינתן  להסיק,  נוכל  זה  צלעות  ותזווי  ממשפט  בין  יחסים  של  שוויון   ,

 משולשים.  

הוא   ב. משולש  בכל  הזוויות  שסכום  מבין 180°מכיוון  שניים  שמתקיימים  לבדוק  די   ,

השוויונות:   ,'שלושת  ', 'A A B B C C= = =       מכך ינבע  השלישי   ;

,'ים קילדוגמה, אם מת אוטומטית. 'A A B B= =     אז 

   180 ( ) 180 ( ' ') 'C A B A B C= ° − + = ° − + =      

 

B 

      

C 

      

A 

      'A 

      
'B 

      

'C 
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 ה: דוגמ

 נתבונן בשני משולשים שווי־שוקיים, שזווית הראש בהם שווה:

  , ,AC BC DF EF C F α= = = =  

 

  

 

 
 

A)  .228מתקיים (לפי משפט  ABCבמשולש  B= .   :לכן  

  2 180A C+ = °  

  180 180
2 2

CA α° − ° −= =

⇒ 

DEF: 180במשולש  נקבלבאופן דומה,  180
2 2

FD α° − ° −= =

  

A לכן מתקיים: B D E= = =     

, מתקיימים השוויונות הבאים: ,בפרט ,A D B E C F= = =      

~ בע דמיון המשולשים:נומכאן  ABC DEF 

 

5AB נניח כעת שידועים הנתונים הבאים: = ,3BC 5EFו־ = =. 

 :DEמנתונים אלה נוכל לחשב את אורך הצלע  

  1
3

5·5 ·5 5
3 3

8
3

DE AB DE EF
EF BC

= = = ==⇒ 

 31שאלה 

ABהוא טרפז (  ABCDבאיור הבא,  CD :( 

 

 

 

 

 

 
  

 .ECו־ EDחשבו את  
 

 

A 

      
B 

      

C 

      
D 

      
E 

      

F 

      α 

      
α 
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 מעגל 

 .טריגיאומ מקום ימת מקובל לקרוא לאוסף הנקודות במישור המקיימות תכונה מסו 

 כרת לכולנו מחיי היומיום. הנה הגדרתה המתמטית: מו צורת המעגל 

 

 מספר ממשי חיובי.  rנקודה במישור, ויהי   Oתהי 

 Oגל. הנקודה  נקרא מע  rהוא    Oטרי של כל הנקודות במישור שמרחקן מ־ גיאומ המקום ה

 .  רדיוס המעגלהוא  rוהמספר   מרכז המעגלהיא 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ).rקטע המחבר את מרכז המעגל לנקודה על המעגל נקרא אף הוא רדיוס (ואורכו שווה ל־ 

, 2r. אורכו של קטע זה הוא  קוטרישר אחד יוצרים קטע הנקרא  שני רדיוסים הנמצאים על  

 . טר המעגלקוומספר זה נקרא 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

בנקודה   נעוץ  המחוגה  כשחוד  מחוגה.  בעזרת  מעגל  לצייר  ניתן  מעשי,  ומפתח  Oבאופן   ,

, תשרטט המחוגה מעגל שמרכזו  rפרון) הוא  יעהמחוגה לחוד ההמחוגה (=המרחק בין חוד  

O  ורדיוסוr. 

 

שמח ומה  המעגל,  המעגל,  שבתוך  מה  חלקים:  לשלושה  המישור  את  מחלק  מעגל  וץ כל 

נקרא   עיגול  עיגוללמעגל. אוסף הנקודות הנמצאות על המעגל או בתוכו  . במילים אחרות, 

 אינו עולה    Oטרי של כל הנקודות שמרחקן מ־ גיאומהוא המקום ה  rורדיוסו    Oשמרכזו  

 .rעל  
 

 

 קוטר

O 

r 
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 יקף המעגלה

 :Bו־  Aבקו עקום כלשהו במישור, אשר קצותיו הם הנקודות   תחילה נתבונן

 

 

 

 

 

מדויק באופן  כזה  קו  של  האורך  על    הגדרת  מתבססת  היא  אך  זה,  ספר  ממסגרת  חורגת 

 הרעיון הבא: 

 

 

 

 
 

קו    הנקראת וים ישרים. הצורה המתקבלת,  ונבחר נקודות על פני הקו העקום, ונחבר אותן בק
השבור  שבור הקו  של  אורכו  העקום.  לקו  קירוב  היא  אורכי ,  סכום  הוא  לחישוב:  ניתן 

הקטעים שמהם הוא מורכב. ככל שנוסיף נקודות ונקטין את המרחקים ביניהן, כך תתתקרב  

 קו העקום.צורת הקו השבור לצורתו של הקו העקום, ואורכו יתקרב לאורכו של ה

 

לדמות   היא  העקום  הקו  אורך  של  אינטואיטיבית  להבנה  נוספת  כצורת דרך  שצורתו  חוט 

'קבל קטע  לאורך קו ישר, ית רוש את החוטנפ. אם הקו 'A B: 

 

 

  

'שווה לאורך הקטע הישר  ABאורכו של הקו העקום  'A B. 

 

נ   Aאורך הקו הנמתח לאורכו, מנקודה כלשהי  היקף זה מוגדר כעבור להיקף המעגל.  עתה 

 .Aך הקפה שלמה ובחזרה לנקודה שעליו, לאור

 

 8.31משפט 

2הוא  rהיקף מעגל שרדיוסו  rπ. 
 

 (פאי) מייצג מספר קבוע, שפיתוחו העשרוני מתחיל כך:  πבנוסחת ההיקף שבמשפט,  

  3.14159265...π = 

הוא היחס בין היקף המעגל לקוטרו. יחס זה הוא אפוא קבוע    π, ולכן  2r  קוטר המעגל הוא

 אינו מספר רציונלי.  πבכל המעגלים. ניתן להוכיח ש־ 

 

A 
B 

'A

 

'B

 

A 
B 
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2 הוא:מטרים  3לדוגמה, היקף מעגל שרדיוסו   ·3 6 18.85= ≈π π 

 סנטימטרים. 85מטרים ו־ 18כלומר כ־
 

את    πהמספר   וריתק  הדורות,  לאורך  של  המתמטיקאים  שונים  בתחומים  שימושיותו 

 המתמטיקה היא רבה.
 

 
 ת מרכזית זווי אורך הקשת; 

 נעבור לחישוב האורך של קשת במעגל.  
 

=AOBת זווינתבונן ב α ת מרכזיתזווית כזו נקראת זווי   .שבין שני רדיוסים במעגל . 
 

 .AB. הקשת מסומנת כך:  קשת נקרא  AOB תויהזוחלק המעגל המוקצה על ידי 
 

על פני המעגל (עם כיוון השעון או    Bלנקודה    Aמכיוון שיש שתי דרכים להגיע מהנקודה  

 Aיים נבחר. כאשר לא נציין זאת, והנקודות  מהשת  ונגדו), נציין בדרך כלל מפורשות באיז

 אינן קצותיו של קוטר במעגל, נבחר בקשת הקצרה שבין שתי האפשרויות. Bו־
 

הקשת   לגודל    ABאורך  פרופרוציונלי  היקף  α  הזוויתהוא  את  להכפיל  יש  לחשבו,  כדי   .

של   היחסי  בחלק  המייצג    α  הזוויתהמעגל  השלם  המעגל  של  זווימתוך  טענות  360°ת   .

 אלה הן תוכנו של המשפט הבא: 

 

 8.32משפט 

 אומעלות, ה αת מרכזית בגודל זווי יהמוקצית על יד , rאורך הקשת במעגל שרדיוסו  

  2
360

r απ
°

 

 
 32שאלה 

 ס"מ.  50קוטר הגלגל השמאלי הקדמי של מכונית הוא 

 חשבו את היקף הגלגל.  א.

האו ב. מילוי  כשפתח  נסיעתה  את  החלה  לאחר  והמכונית  הגלגל.  בתחתית  היה    10יר 

המכו את   מטרים  חשבו  נעצרה.  הגלגל    AOB  הזוויתנית  מצב  את  (המתאר  שבאיור 

 .לאחר העצירה)
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 קרקע 

O 

A B 

α 

 
 פתח מילוי

   האוויר
O 

A 

B 
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 מיתר במעגל

 .רמית קטע המחבר שתי נקודות על המעגל נקרא 
 מיתרים במעגל:   באיור הבא מוצגים

 

 

 

 

 

 
 

 

 בפרט, כל קוטר הוא מיתר במעגל.
 

 8.33משפט 

 ך המעגל.כל מיתר במעגל נמצא בתו א.

 המיתרים הארוכים ביותר במעגל הם הקטרים.  ב.
 

 לא נוכיח את המשפט. 
 

מי נקבעת    ABתר  בהינתן  מרכזית  זוויבמעגל,  שAOBת  נאמר  זו  זווי.  על    נשענתת 

 .ABהמיתר  

גודל   שבין  בקשר  AOBα  הזוויתנתבונן  =     המיתר את    α  הזווית:  ABלאורך  קובעת 

ולהABהאורך   גודל    ABהאורך    –פך  ,  את  של  .  α  הזוויתקובע  מנוסח  קיומו  זה  קשר 

 במדויק במשפט הבא: 
 

 8.34משפט 

'ו־  ABיהיו   'A B  שני מיתרים במעגל. אז' 'AB A B=   אם ורק אם' 'AOB A OB= . 
 

 הוכחה

,את רדיוס המעגל. הנקודות   Rנסמן ב־  , ', 'A B A B נמצאות על המעגל, ולכן מתקיים 

  ' 'OA OB OA OB R= = = =  

,' בפרט מתקיים: 'OA OA OB OB= = (1) 
 

'נניח שמתקיים  'AB A B=.  נקבל, לפי משפט החפיפה צ.צ.צ:  (1)יחד עם השוויונות 

  ' 'AOB A OB≅  

' בפרט מתקיים: 'AOB A OB=  
 

'בכיוון ההפוך, נניח שמתקיים   'AOB A OB= נקבל, לפי משפט   (1)שוויונות  . יחד עם ה

' החפיפה צ.ז.צ:  'AOB A OB≅  

' בפרט מתקיים: 'AB A B=  
 

O 

A B 

α 

O 

A B 

'B 

'A 
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 ת היקפיתזווי

וב  ABנתבונן עתה במיתר   ACBαת  זוויבמעגל,  =     הנוצרת מחיבור שני קצות המיתר

 שעל המעגל:  Cלנקודה 

 

 

 

 

 

 

 
  

 

 .ABהנשענת על המיתר   ת היקפיתזווינקראת   ACB  הזווית

 

 8.35משפט 

המרכזית הנשענת על אותו המיתר,    הזוויתהיקפית שווה למחצית גודלה של    תזווי  גודלה של

 ההיקפית. הזווית בתוךומקצה את הקשת ש
 

 נתבונן באיור: 

 

 

 

 

 

  

 
 

היא    AOB  הזווית הקשת    הזוויתשבאיור  את  המקצה    הזווית   בתוך ש  ABהמרכזית 

ACB. 

 ים:לפי המשפט, מתקי
2

AOBACB =  

 לא נוכיח את המשפט. 
 

 8.36מסקנה 

 אותו המיתר מאותו הצד של המיתר, שוות זו לזו. ל ות היקפיות הנשענות עזווישתי  א.

 .180°ות היקפיות הנשענות על אותו המיתר משני צדדיו הוא  זוויסכום של שתי  ב.

 

O 

A B 

C 

A B 

C 
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 ות היקפיות הנשענות על אותו המיתר מצידו האחד. לפי מסקנה זוויבאיור שמימין מוצגות  

ות היקפיות הנשענות על מיתר משני זווישמשמאל מוצגות  , הן כולן שוות זו לזו. באיור  8.36

 .180°צדדיו; לפי המסקנה סכומן הוא 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 8.36מסקנה וכחת ה

 ABיות הנשענות על מיתר  , כי כל הזוויות ההיקפ58.3טענה זו נובעת מיידית ממשפט   א.

 שוות זו לזו. כןת מרכזית, ולזווימאותו צד שוות למחציתה של אותה 

ההיקפיות   ב. בזוויות  ACB,נתבונן  ADB     המתאימות המרכזיות  ובזוויות  שבאיור, 

,α βמתקיים: 58.3 . לפי משפט ,
2 2

ACB ADBβ α= =  

360αחדיו קשתות המכסות את המעגל, ולכן  מקצות י βו־ αהזוויות    β+ = °. 

360 מכאן:   180
2 2 2 2

ACB ADB β α βα + °+ = + = = = °   

 

היקפית הנשענת  ת  זווית מרכזית הנשענת עליו, וזווילסיכום, ראינו שיש התאמה בין מיתר,  

  יתהזוומבגודלה  המרכזית כפולה    הזוויתהמרכזית;    הזוויתאורך המיתר קובע את גודל    עליו:

הנשענת עליה; אורך זה   ת מרכזית לאורך הקשתזוויגודל  ההיקפית. כמו כן, יש התאמה בין  

 . 178ניתן לחישוב בעזרת הנוסחה שבעמוד 

 

 ובמסקנותיו. 8.35הבאות נתרגל את השימוש במשפט בשאלות 

 
 33שאלה 

 .Eשני מיתרים במעגל, הנחתכים בנקודה  CDו־  ABיהיו  
 

·   הוכיחו את השוויון: ·AE EB CE ED= 
 

ADEרמז: הוכיחו תחילה שמתקיים   CBE=  ,AED CEB= . 
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C A 

D 

α 

β B 

180+ = °α β = =α β γ 

A B 

α 

β 

γ 
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 34שאלה 

αבאיור הבא, הוכיחו שמתקיים  β γ= +: 

 

 

 

 
 35שאלה 

ABהוא טרפז (  ABCDבאיור הבא,  CD(. 

AD=חו ש־הוכי BC. 

 

 
 36שאלה 

 :  משפט תאלס הוכיחו את 

 . ת היקפית הנשענת על קוטר היא ישרה זווי

=90כדי להוכיח ש־ל המעגל.  נקודה ע  Cקוטר במעגל, ותהי    ABיהי  הדרכה:   °ACB  ,

 הוא מרכז המעגל.  O, באשר  AOBתבוננו בזווית  ה

 

קר:  הערה  שבשאלה  שלהמשפט  שמו  על  איש   וי  תאלס  היווני  והפילוסוף  המתמטיקאי 

בקירוב)ה"לפנ  546  -לפנה"ס    Θαλής  ;624(ביוונית:    מילטוס  הקרויה  .  ס  נוספת  טענה  יש 

 ד בשיעור זה. בשם משפט תאלס, ואותה לא נלמ

 
 משיק למעגל

 המצבים ההדדים האפשריים של ישר ומעגל מתוארים במשפט הבא: 

 

 8.37משפט 

 ישר ומעגל נחתכים בשתי נקודות לכל היותר.
 

אחת, או שלא לחתוך  לפי האמור במשפט, ישר יכול לחתוך מעגל בשתי נקודות, או בנקודה  

 אותו כלל. מצבים אלה מתוארים באיור הבא:
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שהישר   נאמר  בלבד,  אחת  בנקודה  מעגל  חותך  ישר  שבו  זה, למעגל.    משיקבמצב  במקרה 

 .נקודת ההשקה ל נקראת נקודת החיתוך בין הישר והמעג
 

שמקטע   ניווכח  המיקרוסקופ,  עדשת  תחת  המעגל  של  קטן  במקטע  נתבונן  קרוב אם  זה 

קטעים קטנים יותר, ורתו לקו ישר. ככל שנגדיל את עוצמתו של המיקרוסקופ ונתבונן במבצ

וקטנים  הולכים  בקטעים  להתמקד  נקפיד  אם  הישר.  הקו  לצורת  צורת המקטע  תתקרב  כך 

נקודה   המשיק   Pשבמרכזם  ישר,  לקו  בצורתם  ומתקרבים  הולכים  שהם  ניווכח  שבמעגל, 

 .Pל בנקודה למעג

נוגע במעגל בנקודה   זו בלבד שהישר המשיק  'משיק'. לא  נובע השימוש במילה  זה  מתיאור 

ה מגמת  את  מבטא  המשיק  גם שהישר  אלא  ויחידה,  הנקודה  אחת  בקרבת  . Pקו המעגלי 

 . 11ים אלה ניתקל באופן מדויק יותר בשיעור במושג

 

 8.38משפט 

 ה.משיק למעגל הוא מאונך לרדיוס אל נקודת ההשק

 

הישר   שלפנינו,  למעג  באיור  היא  משיק  ההשקה  ונקודת  מתקיים  Pל,  המשפט  לפי   .

OP ⊥ . 

 

 

 

 

 

 גם הכיוון ההפוך נכון: 

 

 8.39משפט 

 שיק למעגל.ישר העובר דרך נקודה שעל מעגל, ומאונך לרדיוס אל נקודה זו, הוא מ
 

 
 37שאלה 

3PQהוא משיק למעגל. נתון כי    PQבאיור הבא,    . QR. מצאו את  1ורדיוס המעגל הוא    =

 

 

 

 

  

 

 

 297  התשובה בעמוד   

 

P 

O 

 

P 

O Q R 

Rhys
Golden Manasherov

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 מתמטיקה קדם אקדמית      184

 38שאלה 

DABל. הוכיחו:  עגבאיור הוא משיק למ AD הישר ACB= .  

 

 

 

 

 

 

 

 

ת ההיקפית  זוויית בין מיתר במעגל למשיק למעגל דרך אחד מקצותיו שווה לווהז  (במילים:

 הנשענת על המיתר מצידו השני).

 

 
 מצולע חסום במעגל 

מר . במקרה כזה נאמצולע חסום במעגלמצולע אשר כל קודקודיו נמצאים על מעגל נקרא  

 . המעגל חוסם את המצולעש

 מצולע חסום במעגל הוא בהכרח קמור. 

 

 כשהמצולע הוא משולש, מסתבר שתמיד ניתן לחסום אותו במעגל: 

 

 8.40משפט 

 א. לכל משולש יש מעגל חוסם יחיד. 

 רכז המעגל החוסם הוא נקודת מפגש האנכים האמצעיים של המשולש.ב. מ
 

 האמצעיים, והמעגל החוסם.ם באיור הבא מוצגים משולש, מפגש האנכי
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 טענה הבאה: וכחת המשפט מבוססת על ה ה

 

 8.41טענה 

הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המרוחקות במידה שווה    ABהאנך האמצעי לקטע  

 .Bומ־ Aמ־

 
 הוכחת הטענה

 .ABנקודה על האנך האמצעי ל־  P, ותהי ABאת אמצע הקטע   Cנסמן ב־ 

  פיתגורס, מתקיים: ת. לפי משפטזוויהוא ישר־ BCPהמשולש 

  
2 2 2

BP CP BC= + 

 , ולכןתיזווישר־ ACPגם המשולש  
2 2 2

AP CP AC= + 

ACמתקיים  BC=   לפי הגדרת הנקודה)C ולכן ,( 
2 2

AP BP= 

AP מכאן, היות שמרחקים בין נקודות אינם שליליים: BP= 

 .Bו־ Aנמצאת במרחק שווה מהנקודות  Pהוכחנו ש־

 

ש־  נניח  ההפוך,  המקיימת    Pבכיוון  APנקודה  BP=  המשולש אז   .ABP    הוא

לצלע    ואה  PCשווה־שוקיים.   לABהתיכון  משפט  .  הגוב  PC,  8.27פי  גם  לצלע  הוא  ה 

AB  לכן ,PC AB⊥ ,לפיכך .P  נמצאת על האנך האמצעי לקטעAB.   

 
 8.40משפט הוכחת 

במשולש   תהי  ABCנתבונן   .O    לצלעות האמצעיים  האנכים  של  המפגש   ABנקודת 

R. נסמן:  ACו־ AO=. 

מ־  O  ,8.41טענה  לפי   שווים  במרחקים  שווים  Bומ־   Aנמצאת  במרחקים  נמצאת  וגם   ,

   . לפיכך מתקיים:Cומ־ Bמ־

  AO BO CO R= = = 

. מעגל זה הוא,  Rורדיוסו    Oו בנקודה  נמצאות על המעגל שמרכז  Cו־A  ,Bלכן הנקודות  

 .ABCאפוא, מעגל חוסם עבור המשולש 

קודקודי המשולש,  שווה משלושת  במרחק  נמצא  מרכז המעגל  כי  ביחידות,  נקבע  זה    מעגל 

  נמצא בנקודת המפגש האנכים האמצעיים של המשולש. )8.41לפי טענה שוב ולפיכך (
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 רובע החסום במעגל:מ נעבור להתבונן על
 

 

 

 

 

 
 

ABC,  הזוויותנשים לב ש ADC     שבאיור נשענות על המיתרAC    מצדדים שונים. לפי

180ABC תקיים:, מ 68.3מסקנה  ADC+ = °  

180BAD באופן דומה נקבל: BCD+ = °  
 

הכ כי תנאי  כל שתי  מצאנו, אפוא,  יהיה חסום במעגל הוא שהסכום של  לכך שמרובע  רחי 

 . מסתבר שתנאי זה הוא הכרחי ומספיק: 180°ות נגדיות בו הוא זווי

 

 8.42 משפט

 .180°ות נגדיות בו הוא זוויה במעגל אם ורק אם הסכום של כל זוג מרובע הוא ניתן לחסימ

 
 39שאלה 

 כיחו שמקבילית חסומה במעגל היא בהכרח מלבן.הו

 
 40שאלה 

 180°ות נגדיות בו יהיה  זווישבהינתן מרובע קמור, מספיק שהסכום של זוג אחד של  הוכיחו  

 כדי שהמרובע יהיה ניתן לחסימה במעגל.

 
 (*)  41שאלה 

 הוכיחו שכל מצולע משוכלל ניתן לחסום במעגל. א.

סמוכות במצולע; הוכיחו ששלושת האנכים האמצעיים הדרכה: התבוננו בשלוש צלעות   

 שלהן נפגשים בנקודה אחת. 

360ות מרכזיות בגודל זווי nבמעגל הוקצו  ב. n°אר באיור:, כמתו 
 

 

 

 

 

 

 
  

 .הוכיחו שהנקודות המתקבלות על המעגל הן קודקודיו של מצולע משוכלל חסום במעגל 
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 מעגל חסום במצולע 

ע (וגם: המצולע חוסם את המעגל) אם בהינתן מצולע ומעגל, נאמר שהמעגל חסום במצול

 כל צלעות המצולע משיקות למעגל.

 מחומש:ברובע ובמם במשולש, מיחסו יםמעגל באיור הבא מודגמים

 

 

 

 

 

 8.43משפט 

 א. בכל משולש יש מעגל חסום יחיד. 

 של המשולש. הזוויותקודת מפגש חוצי  ב. מרכז המעגל החסום הוא נ
 

 והמעגל החסום: הזוויותבאיור הבא מודגמים חוצי 

 

 

 

 

 

 הוכחת המשפט נסמכת על הטענה הבאה: 
 

 8.44טענה 

במגיאומ המקום ה נקודות  במידה שווה מהצלעות    ABCשולש  טרי של    ABהמרוחקות 

 .BAC הזוויתהוא חוצה  ACו־
 

 הוכחת הטענה

ש־  מ־   Pנניח  שווה  במידה  המרוחקת  במשולש  ב־ ACומ־   ABנקודה  נסמן   .1P    עקב את 

מ־  וב־ ABלצלע    Pהאנך   ,2P   מ־ האנך  עקב  מתקיים  ACלצלע    Pאת  ההנחה,  לפי   .

1 2PP PP=  1. כמו כן מתקיים 2 90PP A PP A= = °   . 

1המשולשים   2,PP A PP A    ישרי־ הצלע  זווי הם  ולכן   PAת.    היא היתר בשני המשולשים, 

 לשים אלה חופפים. יא הצלע הגדולה בכל אחד מהם. לפי משפט החפיפה הרביעי, שני משו ה 

1לכן מתקיים:   2PAP PAP=   מכאן נובע שהנקודה .P    הזווית נמצאת על חוצה  BAC . 

אם   ההפוך,  חוצה    Pבכיוון  על  PABאז    , BAC  הזווית נמצאת  PAC=   את נסמן   .

1הנקודות   2,P P   ש־ ונקבל  1כמקודם  2PAP PAP=   ,כן כמו   .1 2 90PP A PP A= = °   .

משולש   בכל  הזוויות  שסכום  (מכיוון  1),  180°הוא  לכן  2APP APP=  מתקיים כמובן   .  

AP AP=  ,1. לפי משפט החפיפה ז.צ.ז 2PP A PP A≅ 1כאן,  . מ 2PP PP=  הנקודה .P 

 AC.  ומ־  ABנמצאת, אפוא, במרחקים שווים מ־
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 8.43הוכחת משפט 

ב־  נקודת מפגש חוצי    Oנסמן  נמצאת    O,  48.4במשולש. לפי טענה    Bו־   A  הזוויותאת 

מהצלעות   שווה  AB,במרחק  AC    הזווית חוצה  על  נמצאת  שווה A(כי  במרחק  וגם   ,(

AB,מהצלעות   BC    הזווית חוצה  על  נמצאת  ש־ B(כי  נובע  מכאן    .(O    במרחק נמצאת 

(ובכך    Cנמצאת גם על חוצה הזווית    O),  48.4ן (לפי טענה  לכשווה מכל צלעות המשולש.  

 במשולש נפגשים בנקודה אחת).  הזוויתהוכחנו שחוצי  

ב־  1נסמן  2 3, ,P P P    מהנקודה האנכים  עקבי  ,לצלעות    Oאת  ,a BC b AC c AB= = = 

r=1בהתאמה. נסמן  OP 2, ולפי מה שהוכחנו מתקיים גם 3= =r OP OP. 

משותפת למעגל   1P: הנקודה  ABCחסום במשולש  rורדיוסו   Oנוכיח שהמעגל שמרכזו 

משיקה למעגל. באופן    a, הצלע  98.3משפט    . לפיa  לע מאונך לצ  1OP, והרדיוס  aולצלע  

 משיקות למעגל. לכן המעגל חסום במשולש. cו־ bדומה, ניתן לראות שגם 

שמרכזו   מעגל  בהינתן  ב־rורדיוסו    Oלבסוף,  נסמן  במשולש,  החסום   ,1 2 3, ,P P P   את

והצלעות   המעגל  של  ההשקה  ,נקודות  ,a b c  לפי 1OP  ,88.3משפט    בהתאמה.  a⊥ לכן  .

1הוא    aמהצלע    Oשל  המרחק   =OP r ש לראות  ניתן  דומה  באופן  של  המ.   Oרחק 

לכן  rהוא    cו־   bמהצלעות    .O    ולפי טענה נמצאת במרחקים שווים מצלעות המשולש, 

48.4,  O    של המשולש. לפיכך    הזוויותנמצאת על שלושת חוציO   היא נקודת המפגש של

   . בכך הראינו שהמעגל החסום במשולש נקבע ביחידות. חוצי הזוויות במשולש
 

 תן לחשב את רדיוס המעגל החסום במשולש בעזרת שיקולי שטח: ני
 
 

 8.45משפט 

 . rבו הוא , ורדיוס המעגל החסום p, היקפו  Sמשולש ששטחו   ABCיהי  

 מתקיים הקשר הבא: 
2
prS = 

 
 42שאלה 

 . 8.45ו את משפט יחהוכ

,  במשולשים רמז: התבוננו  ,AOB AOC BOC    38.4שבהוכחת משפט באיור . 

 
 43שאלה 

 .1חשבו את רדיוס המעגל החסום במשולש שווה־צלעות שאורך צלעו   א.

 .2ו־ 1ת שאורכי ניצביו הם  זוויחשבו את רדיוס המעגל החסום במשולש ישר־ ב.

 
 (*)  44שאלה 

מצולע   שבכל  כזה   משוכלל הוכיחו  במצולע  החסום  המעגל  ושמרכז  מעגל,  לחסום  ניתן 

 מתלכד עם מרכז המעגל החוסם אותו.
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 העיגול שטח 

 . עיגולר, הצורה הכלואה על ידי מעגל נקראת  כזכו

 : rנתבונן בעיגול שרדיוסו 

 

 

 

 

 

 

 

 

 8.46משפט 

 .2rπהוא  rשטח עיגול שרדיוסו 

 

 לא נוכיח את המשפט באופן מדויק, אך נכיר הסבר אינטואיטיבי לנכונותו.

 : rצלעות, החסום במעגל בעל רדיוס  nנתבונן במצולע משוכלל בעל  

 

 

 

 

 

 

 משולשים חופפים.  nדיוסים אל קודקודיו, יוצרות צלעות המצולע, יחד עם הר

ב־  וב־   naנסמן  המצולע,  של  הצלע  אורך  הגו  nhאת  אחת  את  כל  אל  המעגל  ממרכז  בה 

1שטח כל משולש הוא    מצלעות המצולע.
2 n na hמצולע (המורכב, כאמור, מ־ה  , ולכן שטחn 

1משולשים חופפים) הוא  
2 n nna h. 

 

nנסמן   nP na=  ,1. מספר זה הוא היקף המצולע. שטח המצולע הוא, אפוא
2 n nP h. 

ש־  ההיקף  nככל  גדל,  במצולע,  הצלעות  מספר   ,nP  שהוא  הו המעגל,  להיקף  ומתקרב  לך 

2 rπ  והגובה ,nh    הולך ומתקרב לרדיוס המעגל, שהואr שטח המצולע מתקרב, לפיכך, אל .

 המספר  

  2·2 ·1
2

r rrπ π= 

 .2rπמאידך, שטח המצולע הולך ומתקרב אל שטח המעגל, ולכן שטח המעגל הוא  

O 

r 

nh 
r 
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 גיזרה מעגלית  שלשטח 

 .αת מרכזית שגודלה זווי, הכלוא על ידי rנתבונן עתה בחלק של עיגול בעל רדיוס 

 

 

 

 

 

 

 
 

. שטח הגיזרה מתקבל מהכפלת שטח העיגול בחלק היחסי של  גיזרה מעגליתורה זו נקראת  צ

 המכסה את המעגל השלם: 360°ת של זוויבתוך  α  הזווית

 

 8.47משפט 

מעלות    αת שגודלה  זוויעל ידי    rהשטח של גיזרה מעגלית הכלואה בתוך עיגול שרדיוסו  

·2  הוא:
360

r απ
°

 

 

 נדגים את השימוש בנוסחאות שפותחו: 
 

2 נו:יהעיגול הח ס"מ. שט 2נתבונן בעיגול שרדיוסו  א. 4·2 12.57π π ≈= 

 ר. סמ" 12.57כלומר, כ־ 
 

 נתבונן בצורה המסומנת באיור הבא:  ב.

 

 

 

 

 

 

  
 

1OA ולכן   1רדיוס המעגל הוא   OB AB= = = 

  . 60°הן יו ותזווי צלעות ולכן כלשווה־הוא  AOBהמשולש  

גיזרה מעגלית המתאימה אפוא  , מרכיבות  AOBהצורה המסומנת, יחד עם המשולש   

 נו: יזרה היהג . שטח60°ת של זוויל

  2 60·1 ·
36 60

ππ = 

r α 

A B 

O 

1 

1 
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3  )170נו בעמוד אי (כפי שר הוא AOBשטח המשולש   4. 

 . מהאמור לעיל נובע: Sנסמן את שטח הצורה המסומנת ב־  

  3
4 6

S π+ = 

  3 0.09
6 4

S π= − ≈⇒ 

 45שאלה 

 שבאיורים הבאים: פורותהא חשבו את שטחי הצורות

 

    

 ב.  א.

 

 

 
 8שיעור  סיכום

טריה האוקלידית, ואל הכלים הבסיסיים  גיאומבשיעור זה התוודענו אל מושגי היסוד של ה

טריים כגון נקודה, ישר, מצולע ומעגל.  גיאומטים  להוכחת טענות במסגרתה. הכרנו אובייק

 רכים לחשבם. הדלמדנו על חפיפה ודמיון של משולשים, על היקף ושטח ו
 

שהבנ מינימליסטי,  בסיסי,  כאובייקט  התגלה  של  המשולש  לפתרון  מפתח  היא  תכונותיו  ת 

 בעיות רבות. לכן הוקדשה לו תשומת לב רבה.
 

ות מרכזיות והיקפיות, ומעגלים  זווי הכרנו גם מושגים הקשורים למעגל, כגון מיתר, משיק,  

 חסומים. חוסמים ו
 

נוש על  שלנו  המהיר  הבמעבר  פנינים גיאומא  ובו  ועשיר,  רחב  לתחום  צוהר  קרענו  טריה, 

מהיופי  שהתרשמתם  לקוות  יש  המהיר,  המסע  למרות  האנושית.  היצירה  ממיטב  רבות 

 והאלגנטיות שבתחום זה.
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 כה עצמיתשאלות להער 
 

 46שאלה 

 :תאים למושגמצאו את האיור המ
 

 ג.  דלתון  ת קההזוויב.   ת מרכזית זווי א. 

 ת היקפיתזוויו.   ות משלימותזוויה.   ת חדהויזו ד.

 ט. משיק ח. מצולע משוכלל   ות מתחלפותזווי ז.

 ות קודקודיותזווייב.  יא. טרפז  מקבילית י.
 

 

1.  2. 3. 

 

 

4.  5. 6.  

 

 

7.  8. 9. 

 

 

10.  11. 12. 

      
 47שאלה 

ABן ש־באיור הבא נתו CD  : 

 

 

 

 
 

 .CEו־ DCחשבו את  

 
 48שאלה 

הנקודה    ABCDהמרובע   במעגל.  לחסימה  ניתן  המשכ  Eשבאיור  חיתוך  הצלעות היא  י 

AB ו־CD :הוכיחו .~EAD ECB . 

 

 

 

 
 

 302  התשובה בעמוד   

 

 301  התשובה בעמוד   

 

A 

      

B 

      

D 

      

C 

      

E 

      
8 

9 
5 5 

A B 

C D 

E 
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 49שאלה 

'ו־  ABCיהיו   ' 'A B C   משולשים דומים, ויהיλ :יחס הדמיון ביניהם 

' ' ' ' ' 'AB A B AC A C BC B C λ= = של  = שהיקפו  הוכיחו   .ABC    פי  λגדול 

'מהיקפו של  ' 'A B C ושטחו של ,ABC  2גדול פיλ  משטחו של' ' 'A B C. 

 
 50שאלה 

צלעו    ABCיהי   שאורך  שווה־צלעות  תהי  5משולש   .P   ונסמן המשולש,  בתוך  נקודה 

,ב־ ,a cbP P P    את היטלי הנקודהP    על הצלעות, ,a b c   בהתאמה. הוכיחו שסכום המרחקים

b caPP PP PP+  , וחשבו סכום זה.Pנו תלוי במיקום הנקודה  אי +

 

  

 

 

 

 

  
 

,הדרכה: התבוננו בשטחי המשולשים   ,APB APC BPC  . 

 
 51שאלה 

90Aת (זווימשולש ישר־ ABCיהי   = °  ויהי ,(AP  .הגובה ליתר 

ש א. ,המשולשים  הוכיחו  ,  ABC ABP ACP   לסדר ביחס  בהכרח  (לא  לזה  זה  דומים 

 .הקודקודים שצוין)

AP=·הוכיחו:  ב. BP CP 

 
 52שאלה 

 ת חסום במעגל, אז יתר המשולש הוא קוטר במעגל.זווי ־הוכיחו שאם משולש ישר א.

 ת, התיכון ליתר שווה באורכו למחצית אורך היתר. זווי־רישהוכיחו שבמשולש  ב.

 
 53שאלה 

את   חוצה  בו  האלכסונים  ואחד  מאונכים,  שאלכסוניו  שמרובע  דלתון.  ,רעהוהוכיחו   הוא 

 הוכחנו את הכיוון ההפוך לטענה זו). 20בשאלה (הערה: 

 

 303  התשובה בעמוד   

 

 302  התשובה בעמוד   

 

 304  התשובה בעמוד   

 

 303  התשובה בעמוד   

 

 304  התשובה בעמוד   

 

P  
bP  

A  B  

C  

cP  

aP  

a  b  

c  
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 54שאלה 

 באיור. ת סומנו חצאי עיגולים כמתוארזוויעל צלעותיו של משולש ישר־

1 הוכיחו ששטחי חצאי העיגולים מקיימים:  2 3S S S+ = 

 

 

 

 

 

 

 
 55שאלה 

,מעגל בנקודות  שמחוץ למעגל יוצאות שתי קרניים הנחתכות עם ה  Eמהנקודה   , ,A B C D ,

 כמתואר באיור: 

 

 

 

 

 

 

·   הוכיחו את השוויון: ·=EA EB EC ED 
 

          
 56שאלה 

 משושה משוכלל: ABCDEFיהי  

 

,מצאו את הזוויות   ,BDC BDE BED  . 

          הדרכה: חסמו את המשושה במעגל, והתבוננו ברדיוסים ממרכז המעגל אל הקודקודים.

 
 57שאלה 

 וכנן להיבנות בצורה הבאה: אצטדיון אתלטיקה מתמסלול ב

 

 

 

 
 

,הנקודות  , ,A B C D   הן קודקודיו של מלבן, והקשתות ,BC DA .הן חצאי מעגלים 

 די , כ ADמטרים. מה צריך להיות רוחב המגרש,    80מתוכנן להיות    ABאורך המקטע   א.

 מטרים בדיוק? 400שהקפה מלאה של המסלול תהיה באורך של 

 נתונים שחושבו בסעיף הקודם, מה יהיה שטחו של המגרש שבתוך המסלול?ה לפי ב.

 305  התשובה בעמוד   

 

 305  התשובה בעמוד   

 

 305  התשובה בעמוד   

 

 306  התשובה בעמוד   

 

1S  

2S  

3S  

E  
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C  
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A  
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 8הטענות והמשפטים בשיעור  סיכום
 

 8.1אקסיומה  

 תיתכנה שלוש אפשרויות: , 2ו־ 1  בהינתן זוג ישרים

1הישרים מתלכדים:   א. 2=  . 

1הישרים מקבילים:   ב.  2   . 

 הישרים נחתכים בנקודה אחת בדיוק. ג.

 
 8.2אקסיומה  

 , קיים קו ישר אחד ויחיד העובר דרך שתיהן. Bו־  Aבהינתן שתי נקודות שונות זו מזו, 

 
 (אקסיומת המקבילים)   8.3אקסיומה  

ישר   יחידי    Aונקודה    בהינתן  ישר  קיים  הישר,  על  דרך    mשאינה   Aהנקודה  העובר 

 .ומקביל לישר  

 
 8.4משפט  

 ות קודקודיות הן שוות זו לזו. זווי

 
 8.5משפט  

 ילים לישר שלישי, הם זהים או מקבילים. שני ישרים, המקב

 
 8.6מסקנה  

21בהינתן שני ישרים מקבילים      1, כל ישר הנחתך עם  2נחתך גם עם . 

 
 8.7משפט  

 מתאימות הנוצרות בין שני ישרים מקבילים הן שוות זו לזו. ותזווי

 
 8.8משפט  

 ות מתחלפות הנוצרות בין שני ישרים מקבילים הן שוות זו לזו.זווי

 
 8.9משפט  

 .180°ות חד־צדדיות בין ישרים מקבילים הוא  זוויהסכום של שתי 

 
 8.10משפט  

או  , ביחס לישר החותך אותם,  2ו־  1בין הישרים מתאימות    ותזווי  אם מתקיים שוויון של

1אז    ,180°חד־צדדיות הוא     ותזווי  או שסכום של  ,מתחלפות   ותזווי  שוויון של 2     או

1 2=  .   
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 8.11משפט 

 .180°סכום הזוויות בכל משולש הוא 

 
 ־שוויון המשולש) (אי  8.12משפט 

 האורך של כל צלע במשולש קטן מסכום אורכי הצלעות האחרות.

 
 8.13משפט 

הם מספרים ממשיים חיוביים שכל אחד מהם קטן מסכום שני האחרים, אז   cו־   a  ,bאם  

 .cו־ a ,bשאורכי צלעותיו הם ש ניתן לבנות משול

 
 8.14משפט 

נמצא  ביניהן  המחבר  הקטע  במצולע,  נקודות  שתי  לכל  אם  ורק  אם  קמור  הוא  מצולע 

 במצולע. 

 
 8.15משפט 

 כל המשולשים הם קמורים. 

 
 8.16משפט 

)180צלעות הוא   nויות במצולע קמור בעל וסכום הז 2)n  מעלות.  −

 
 (משפט החפיפה הראשון)  8.17משפט 

 שני משולשים, השווים באורכי שתי צלעות, ובזווית הכלואה ביניהן, הם חופפים.

 
 (משפט החפיפה השני)  8.18משפט 

 , ובאורך הצלע שביניהן, הם חופפים.ותזווי דלי שתיושני משולשים, השווים בג 

 
 (משפט החפיפה השלישי)   8.19משפט 

 צלעותיהם הם חופפים.באורכי  שני משולשים השווים 

 
 (משפט החפיפה הרביעי)   8.20משפט 

 ת שממול לצלע הגדולה מביניהן, חופפים.זווישתי צלעות וב  אורכישני משולשים השווים ב

 
 8.21משפט 

 במשולש, אשר כל צלעותיו שוות זו לזו, שוות גם כל הזוויות זו לזו.

 
 8.22משפט 

 הבסיס שוות זו לזו. תוזוויבמשולש שווה־שוקיים, 
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 8.23משפט  

 ות במשולש שוות זו לזו בגודלן, אז הצלעות שמולן שוות זו לזו באורכן. זוויאם שתי 

 
 8.24מסקנה  

 שתיים מזוויותיו שוות זו לזו.  ורק אם שוקיים אם־ משולש הוא שווה

 
   8.25משפט  

 .ומאונך ל־ Pנקודה. אז יש ישר יחיד העובר דרך   Pישר ותהי   יהי  

 
   8.25משפט  

 שלושת הגבהים במשולש (או המשכיהם) נפגשים בנקודה אחת. 

 
   8.26משפט  

 בכל משולש: 

 של המשולש).  מרכז הכובדשלושת התיכונים נפגשים בנקודה אחת (נקודה זו נקראת  א.

 פגשים בנקודה אחת.ויות נושלושת חוצי הז ב. 

 שלושת האנכים האמצעיים נפגשים בנקודה אחת.  ג.

 
   8.27משפט  

ש־   ABCיהי   נניח  שווה־שוקיים:  ABמשולש  AC=,הגובה אז  הזווית    .  וחוצה  התיכון 

 , מתלכדים. Aהיוצאים מהנקודה 

 
 (משפט פיתגורס)  8.28משפט  

 ריבוע אורך היתר שווה לסכום ריבועי אורכי הניצבים: שר־זווית, במשולש י

  2 2 2a b c+ = 
 

 (נוסחת הרון)   8.29משפט  

), נגדיר:  cו־ a  ,bבהינתן משולש שאורכי צלעותיו הם  ) 2p a b c= + +. 

) שטח המשולש הוא:  )( )( )S p p a p b p c= − − − 

 
 8.30משפט  

', ABCבהינתן המשולשים   ' 'A B C: 

 אם מתקיים שוויון יחסי הצלעות: א.
' ' ' ' ' '

AB BC AC
A B B C A C

= = 

~אז   ' ' 'ABC A B C . 
 

,' אם מתקיים שוויון הזוויות:   ב.  ', 'A A B B C C= = =      

~אז   ' ' 'ABC A B C . 
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 8.31משפט 

2הוא  rהיקף מעגל שרדיוסו  rπ. 

 
 8.32משפט 

 אומעלות, ה αת מרכזית בגודל זווי המוקצית על ידי, rאורך הקשת במעגל שרדיוסו  

  2
360

r απ
°

 

 8.33משפט 

 כל מיתר במעגל נמצא בתוך המעגל. א.

 המיתרים הארוכים ביותר במעגל הם הקטרים.  ב.

 
 8.34משפט 

'ו־  ABיהיו   'A B  שני מיתרים במעגל. אז' 'AB A B=   אם ורק אם' 'AOB A OB= . 

 
 8.35משפט 

המרכזית הנשענת על אותו המיתר,    הזוויתהיקפית שווה למחצית גודלה של    תזווי  גודלה של

 ההיקפית. הזווית בתוךומקצה את הקשת ש

 
 8.36מסקנה 

 ות היקפיות הנשענות על אותו המיתר מאותו הצד של המיתר, שוות זו לזו. זווישתי  א.

 .180°ות היקפיות הנשענות על אותו המיתר משני צדדיו הוא  זוויסכום של שתי  ב.

 
 8.37משפט 

 ישר ומעגל נחתכים בשתי נקודות לכל היותר.

 
 8.38משפט 

 משיק למעגל הוא מאונך לרדיוס אל נקודת ההשקה.

 
 8.39משפט 

 ישר העובר דרך נקודה שעל מעגל, ומאונך לרדיוס אל נקודה זו, הוא משיק למעגל.

 
 8.40משפט 

 וסם יחיד. א. לכל משולש יש מעגל ח

 ב. מרכז המעגל החוסם הוא נקודת מפגש האנכים האמצעיים של המשולש.

 
 8.41טענה 

הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המרוחקות במידה שווה    ABהאנך האמצעי לקטע  

 .Bומ־ Aמ־
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 199     טריה גיאומ: מושגים ב8שיעור 

 8.42  משפט

 . 180°ות נגדיות בו הוא זווימרובע הוא ניתן לחסימה במעגל אם ורק אם הסכום של כל זוג  

 
 8.43משפט  

 א. בכל משולש יש מעגל חסום יחיד.  

 של המשולש.  הזוויותב. מרכז המעגל החסום הוא נקודת מפגש חוצי  

 
 8.44טענה  

נקודות במשולש  גיאומהמקום ה של  במידה שווה מהצלעות    ABCטרי   ABהמרוחקות 

 .BAC  הזוויתהוא חוצה  ACו־

 
 8.45משפט  

 . r, ורדיוס המעגל החסום בו הוא  p, היקפו  Sמשולש ששטחו   ABCיהי  

 מתקיים הקשר הבא: 
2
prS = 

 
 8.46משפט  

 . 2rπהוא  rשטח עיגול שרדיוסו  

 
 8.47משפט  

מעלות    αת שגודלה  זוויעל ידי    rהשטח של גיזרה מעגלית הכלואה בתוך עיגול שרדיוסו  

·2  וא:ה
360

r απ
°
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 201       5פתרונות לשאלות בשיעור 

 5פתרונות לשאלות בשיעור 
 

 1תשובה 

3 נתונה הסדרה א. 1 1,2,3,4,5ia i i= + =  

 נחשב את איברי הסדרה: 

   1 2 3

4 5

1 1 4; 2 1 7;3 3 1 10;

4 1 13; 5 1 13 6

3 3

3

a a

a

a

a

⋅ + = ⋅ + = ⋅ + =

⋅ + == ⋅= +

=

=

= =
 

,4 הסדרה היא:   7, 10, 13, 16 
 

2 נתונה הסדרה ב. 1,2,3,4,5ib i i= =  

 נחשב את איברי הסדרה: 

   
2 2 2

1 2 3
2 2

4 5

1 1; 2 4; 3 9

4 5 25

;

16;

b

b

b b

b=

= = = = = =

= = =
 

,1 הסדרה היא:   4, 9, 16, 25 
 

2 נתונה הסדרה ג. 1,2,3,4,5j
jc j= =  

 נחשב את איברי הסדרה: 

   
1 2 3

1 2 3
4 5

4 5

2 2 2

2 2 32

2; 4; 8;

16;

c cc

cc =

= = = ===

= = =
 

,2 הסדרה היא:   4, 8, 16, 32 
 

)6 נתונה הסדרה ד. 1) 1j
jd j= ≤ ≤−  

 נחשב את איברי הסדרה: 

   
2 3

2 3
4 5

4 5 6

1
1

6

1; 1; 1;

1; 1

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( ) );1 ( 1 1

d d d

d dd

= − = = −

=

= − = − = −

= − = − = −− ==
 

,1 הסדרה היא:   1, 1, 1, 1, 1− − − 

 
 2תשובה 

)   א. )
4

1
·1 3·2 3·3 3·4 3 6 9 12 33 3 0

i
i

=
+ + + = + += + =∑  

 

)  ב.    ) ( ) ( ) ( ) ( )
5

0

2 2 2 2 2 21 0 1 1 1 1 ( 1)2 1 3 4
j

j
=

+ = + + + + + + + ++∑  

   ( )25 1 1 2 5 10 17 26 61+ + = + + + + + = 
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)    ג.  ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 22
3

2

2
2 2 1 1 0 0

k
k k

=−
− = − − − + − − − + −∑ 

   
( ) ( ) ( )2 2 21 1 2 2 3 3
6 2 0 0 2 6 16

+ − + − + −

= + + + + + =
 

)   ד. ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

1
2 3 4

i
a bi a b a b a b a b

=
+ = + + + + + + +∑  

  ( ) ( )2 3 4 4 10a a a a b b b b a b= + + + + + + + = + 
 

1  ה.   
4

1
12

1 1 1 1 1 12 6 4 3 25
1 2 3 4 1

2
212i i=

+ + += + + + == =∑ 

 
 3תשובה 

לפי חוקי הסכום המרובה, ניתן לפצל את הסכום 
100

1i
ia

=
 כך:  ∑

   
100 10 100

1 1 11i
i

i
i

i
ia a a

= = =
= +∑ ∑ ∑ 

   

 נעביר אגפים ונקבל: 
100 10 100

1 1 11i
i

i
i

i
ia a a

= = =
− =∑ ∑ ∑ 

 
 4תשובה 

2    א.  2 2 2
3

1
·2 ·31 1·4·9 36

i
i

=
= ==∏  

     ב.
4

2

1 1 1 1 1 1· 1 · 1 · ·
2 3

2 31
4 2 3 4 4

1
i i=

     − − = =  − = −         ∏  

)   ג.  נתבונן במכפלה: )
100

1
5

i
i

=
−∏  

5iעבור    5i, הביטוי  = . מכאן שהמכפלה 0מתאפס, לכן אחד הגורמים במכפלה הוא   −

 .0כולה שווה ל־

  ד.
3

1
·2! ·3! ·2 · 6 12! 1! 1

i
i

=
= ==∏ 

 
 5תשובה 

 לפי הגדרת העצרת: 

  ( )( 1)! 1 1·2·3·...· ·( 1) ·2·3·...· ·( 1) !·( 1)n n n nn n n+ + == = + + 

0nעבור   )1 מתקיים: = 1)! 1! 1, ( 1) ! 1 0!n n n+ = ⋅= = =+ 

)לכן הזהות   1)! ( 1) !n n n+ =  נכונה גם לערך זה. +
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 203       5פתרונות לשאלות בשיעור 

 6תשובה 

1נתון:   א. 5a = ,10 32a =. 

 לפי נוסחת האיבר הכללי בסדרה חשבונית, מתקיים  

   10 1 1(10 1) 9a a d a d= + − = + 

5  לכן   9 32d+ = 

   9 27 3dd = ⇒ =⇒ 

 . 3הפרש הסדרה הוא  
 

 .naאת מספר איברי הסדרה. האיבר האחרון בסדרה הוא, לפיכך,    nנסמן ב־ ב.

1נתון כי    11a = ,3na = 2dו־  − = −. 

)· לפי נוסחת האיבר הכללי:  )11 ( ) 23 1n− = + − − 

  11 2 2 3 13 2 3 2 13 611 2( 1) n n nn ⇒ − + = −− ⇒ − = − ⇒− =− =⇒ 

  8n =⇒ 

 יש שמונה איברים. בסדרה  

 
 7תשובה 

 .2. סדרה זו היא סדרה חשבונית, והפרשה הוא 99,...,1,3,5,7נתבונן בסדרה:   א.

 : לפי נוסחת האיבר הכללי,nנמצא את מספר איברי הסדרה,  

   ·2 2( 1) 98 1 491 ( 599 1) 0nn n n⇒ − = ⇒ − = ⇒= =+ − 

 לפי נוסחת הסכום: 

   21 3 5 7 ... 99 50 1 99 2500
2

· 50+ + =+ =+ + + = 
 

 . 4. סדרה זו היא סדרה חשבונית, והפרשה הוא 75,...,3,7,11,15נתבונן בסדרה:  ב.

 : לפי נוסחת האיבר הכללי,nנמצא את מספר איברי הסדרה,  

   ·4 4( 1) 72 1 183 ( 175 1) 9nn n n⇒ − = ⇒ − = ⇒= =+ − 

 לפי נוסחת הסכום: 

   3 753 7 11 15 ... 75 1 · 19·39 79 4
2

1=++ + + =+ + = 
 

 הם: 7 שספרת היחידות שלהם היא  1000ל־ 1המספרים בין  ג.

   7,17,27,37,...,997 

 . נחשב את מספר איברי הסדרה:10מספרים אלה יוצרים סדרה חשבונית שהפרשה הוא  

   7 10( 1) 997 10( 1) 990 1 99 100n n n n+ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = 

 סכום הסדרה הוא: 

   997 77 17 · 100·502 50227 ... 997 100
2

00+ = =+ + + + = 
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 8תשובה 

1 נתון:  א. 5a = ,3d = ,258S = 

 לפי נוסחת הסכום של סדרה חשבונית: 

   1 12 ( 1) (2 )
2 2

·
a n d n a d nd

S n
− +

=
+ −

= (1) 

5· נציב את הנתונים:  3 3 )(2
2

258n n− +
= 

   2 23 ) 258(7 7 516 7
2

3 51 03 6n n nn n n+ = + −= ⇒ ⇒ =
+⇒ 

 נפתור את המשוואה הריבועית: 

   
27 ·517 12 7 7
6

6 6241 7
6

9
6

n
± ± ±= −=

− + −=⇒ 

   12n 43או  =
3

n = −⇒ 

12nמבין שני הפתרונות, רק הפתרון    הוא מספר טבעי.  nאפשרי, כי  =

 איברים.  12בסדרה  יש לכן  
 

1 נתון:  ב. 100a = ,7d = − ,715S = 

100· שפותחה בסעיף א:   (1)נציב בזהות   ( 7) 7 ) 715(2
2

nn − − −
= 

   2) 71(207 7 143
2

5 0207 7n n nn
= ⇒ =−

−⇒ 

   2 207 4 0 07 1 3nn − + =⇒ 

   
2 28 2809

1
207 207 ·1430 20

4 14 14
7 207 53n

± ± ±= =
−

=⇒ 

   11n 4או  =
7

130 18
7

n ==⇒ 

11nמבין שני הפתרונות, רק הפתרון    הוא מספר טבעי.  nאפשרי, כי  =

 איברים.  11בסדרה   יש לכן 
 

1 נתון:  ג. 1a = ,9n = ,31.5S = 

2)1 ,לפי נוסחת הסכום  ( 1) )
2

n a n d
S

+ −
=  

1· נציב את הנתונים:  (9 1) )(2
2

9 31.5d+ −
= 

  59(8 2) 63 8 2 7 8 5
8

d d d d+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =⇒ 

5הפרש הסדרה הוא   8. 
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 205       5פתרונות לשאלות בשיעור 

 9תשובה 

ב־ וכן 1a ,2a ,3aנסמן  השלישי,  השני,  הראשון,  האיחור  יום  עבור  הקנס  סכום  את   ...  ,

 את מספר היום הראשון שבו הקנס עבר את רף מאה השקלים. nהלאה. נסמן ב־ 

הבעיה:   נתוני  1לפי  2, ,..., na a a   .חשבונית סדרה  1היא  1a =  ,0.1d ו־=  ,n    הערך הוא 

1הקטן ביותר שעבורו   2 ... 100n nS a a a= + + + >. 

 הסכום:לפי נוסחת 

  1(2 ( 1)) (2 0.1( 1))
2 2nS

n a d n n n+ − +
= =

−  

100nSנפתור את האי־שוויון  >: 

  2

2

1100 2 200

(20

(2 0.1( 1))10

1) 2000

0
2 10

2000

19 20

9

0

1

00

n
nS n

n

n n

n n

n n

n

− ⇔ > ⇔ + > 
 

⇔ + − > ⇔

+ −
>

>

⇔ + − >

+ 

2לצורך כך נמצא את פתרונות המשוואה  19 2000 0x x+ − =: 

  
2

1,2
19 ·219 4 19

2 2
000 8361x − + ±−= ± = 

  21
8361 836155.22, 36.2219 19

2 2
x x− − − ≈+=−= ≈ 

2 לפי נוסחת הפירוק של ביטוי ריבועי:
1 219 2000 ( )( )x x x x x x+ − = − − 

2x מניתוח סימן המכפלה מתקבל:  x>  2או
119 2000 0x x x x⇔− <+ > 

2n לכן:  x>  2או
1100 19 2000 0n nS n n x⇔ − ⇔> <> + 

n   2הוא מספר טבעי, ובפרט חיובי, ולכן 36.22n x> . הערך השלם הקטן ביותר המקיים  ≈

37nזאת הוא   =. 
 

 ימים יעבור החוב בפעם הראשונה את רף מאה השקלים. 37לכן אחרי 
 

37)· ימים הוא 37נוודא זאת: הקנס כעבור  1) 1 3.6 41 .60.1 − = + =+ 

1 הוא 37-1הקנס שהצטבר בימים  4.6· 37·2.837
2

103.6+ = = 

ה־ ביום  ל־  37כלומר:  הגיע  היה    103הקנס  הקנס  זה  ביום  אגורות.  ושישים   4.6שקלים 

 שקלים ועדיין לא עבר את רף מאה השקלים.  99הקנס היה  36שקלים, לכן ביום ה־
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 10תשובה 

בין שני איברים סמוכים,  1nבכל אחת מהסדרות נחשב את היחס  na a+  קבוע  היחס  . אם

אינו קבוע אז  היחס  הוא מנתה. אם    ויחס זה) אז הסדרה היא הנדסית,  nב־(כלומר לא תלוי  

 הסדרה אינה הנדסית. 

2: 1,2,3הסדרה   א. 1 3  , לכן הסדרה אינה הנדסית. ≠2

2 : 2היא סדרה הנדסית, ומנתה היא  1,2,4,8הסדרה   ב. 4 8 2
1 2 4
= = = 

,3הסדרה   ג. 1.5, 0.75, 1היא סדרה הנדסית, ומנתה היא  0.375 2: 

   1.5 0.75 0.375
3 1.5

1
20.75

= = = 

,1הסדרה   ד. 2,4, 8−  : -2היא סדרה הנדסית, ומנתה היא  −

   2 4 8 2
1 2 4
− −= = = −

−
 

 . 1היא סדרה הנדסית, ומנתה היא  5,5,5,5הסדרה   ה.

1nאינה סדרה הנדסית: המנה  0,0,0,0הסדרה   ו. na a+  .אינה מוגדרת כלל 

 
 11תשובה 

שקלים, במהלך החודש נצברת ריבית בסך   aם החוב של דנה הוא  מסויאם בתחילת חודש  

. ריבית זו נוספת לחוב הקיים, ולכן בתחילת החודש הבא החוב 10a, כלומר aמהחוב    10%

10הוא  1.1a a a+ = . 

 . nאת החוב של דנה בתחילת החודש ה־ na, ונסמן ב־ =1.1qנסמן:  

1לפי נתוני הבעיה,  1000a 1. לפי מה שראינו, = 1.1n na a+ 1ולכן הסדרה  = 2 3, , , ..a a a 

 .  qהיא סדרה הנדסית עם מנה 

) לפי נוסחת האיבר הכללי, ) 11
1 1000· 1.1 nn

na a q −−= = 

 לאחר שישה חודשים, כלומר בתחילת החודש השביעי, החוב של דנה יהיה 

  7 1 6
7 1 ·(1.1)1000 1771.5a a q −= = ≈ 

 שקלים וחמישים אגורות.  1771כלומר, כ־

 
 12תשובה 

10 נתבונן בסדרה:  א.
1 1 11, , ,...,

22 4
 

סדרה    היא  הסדרה  לכן  מקודמו.  מחצית  הוא  בה  איבר  מנה  גיאומכל  עם  1טרית,  2  .

1איברים. נציב בנוסחת הסכום   11בסדרה יש  1, 1 2, 11a q n= = =: 

 

11

11
10 11 10

11
1 1 1 1 121 ... 1· 2 1 2

11
2

22 4 1 1 2 211
2 2

 + + + + = = = − = − 
 −

  −− 
 

−
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10 נתבונן בסדרה:  ב. 
1 1 1 11, , , ,...,

273 9 3
− − 

ב־   הכפלה  ידי  על  מקודמו  מתקבל  בסדרה  איבר  1כל  סדרה −3 היא  הסדרה  לכן   .

היא  גיאומ ומנתה  1טרית,  יש  −3 בסדרה  הסכום   11.  בנוסחת  נציב  איברים. 

1 11, , 113qa n−= = =: 

  

11

11
10 11

1 11
3 3
1

1 1 1 1 3 11 ... 1· 1
27 4 4 39

1
3

3
3 1

3

−
 − + − + + = = = +    − − 



−  −− 
 

−


 

 
 13תשובה 

 . nאת החוב בתחילת החודש ה־ naנסמן ב־ 

1qנסמן   r= ריבית בשיעור    Mבהינתן סכום חוב של   .  + זה שווה    rשקלים,  מתוך סכום 

 ת לחוב הקיים, גובה החוב המעודכן הוא שקלים, ולאחר הוספת סכום הריבי rMל־

  (1 )M rM r M qM+ = + = 

1a (גובה המשכנתה כולה). לכן:  aבתחילת החודש הראשון, החוב הוא  a= 

aשקלים, ויתרת החוב היא   bבחודש הראשון, הזוג משלם   b−על בית ריבית  . לאחר מכן נג

)החוב, וכאמור לעיל, החוב המעודכן הוא   )q a b− ,זה סכום החוב בתחילת החודש השני .

2 ולכן  ( )q a ba = − 

 שקלים ויתרת החוב היא bבחודש השני, משולמים 

   ( )q a b b aq bq b− − = − − 

 לאחר מכן, נגבית ריבית על החוב, ויתרת החוב בתחילת החודש השלישי היא 

  2 2
3 ( )a q aq bq b aq bq bq= − − = − − 

 . qומכפילים את התוצאה ב־ bוכך ממשיכים: בכל חודש, מפחיתים מהיתרה הקיימת 

2 לכן:  2 3 3 2
4 ( )= − − − = − − −a q aq bq bq b aq bq bq bq 

 היא nבאופן כללי, יתרת החוב בחודש ה־

 1 1 2 1 2 1... ( ... )− − − − −= − − − − = − + + +n n n n n
na aq bq bq bq aq b q q q 

 : לפי נוסחת הסכום של סדרה הנדסית

 
1

1 1 1 11 1) (
1

( )
−

− − − −= +
−

= − − − = −
−

n
n n n n

n
bqa aq bq a

q
q bq bqaq q q
r r r

 

 14תשובה 

 עשרת האיברים הראשונים בסדרת פיבונאצ'י הם:

  1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 

 

 24 השאלה בעמוד  

 

 25 השאלה בעמוד  

 

          ( )1111 (( 1)1 3) ·1 3= −−   

    ( ) ( )11 1111· 1 3( 1) 1 3= − = −  

    111 3= −  
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 15תשובה 

1 נתונה הסדרה: א. 10a = 

   1 13nna a n+ = + ≥ 

2 לכן:   1 3 10 3 13a a= + = + = 

   
3 2

4 3

5 4

3 13 3 16

3 16 3 19

3 19 3 22

a a

a a

a a

= + = + =

= + = + =

= + = + =

 

 . הסדרה היא סדרה חשבונית.10,13,16,19,22חמשת האיברים הראשונים בסדרה הם  
 

21 נתונה הסדרה: ב. 3, 4a a= = 

   12 11nn na a a n++ = − ≥+ 

3 לכן:   2 1 1 4 3 1 2a a a= − + = − + = 

  4 3 2

5 4 3 1 ( 1) 2 1 2

1 2 4 1 1a a

a

a

a a

=

= − +

+

= − −

+

+

− − = −

= −

=
 

,3חמשת האיברים הראשונים בסדרה הם   4, 2, 1, 2− −. 
 

1 נתונה הסדרה: ג. 2a = 

   1 11nna a n n+ = + ≥+ 

 

2 לכן:   1 1 1 2 1 1 4a a= + + = + + = 

   3 2 2 1 4 2 1 7a a= + + = + + = 

   4 3 3 1 7 3 1 11a a= + + = + + = 

   5 4 4 1 11 4 1 16a a= + + = + + = 

,2חמשת האיברים הראשונים בסדרה הם   4, 7, 11, 16. 
 

1 נתונה הסדרה: ד. 1a = 

   ( )11
1 ...
2

1n na a a n+ = + ≥+ 
 

2 :לכן  1
1 1
2 2

a a= = 

   ( )13 2
1 1 1 31
2 2 2 4

a aa  + = 
 

= + = 

   ( )4 1 2 3
1 1 1 3 91
2 2 2 4 8

a a aa  = + + = 
 

= + + 

   ( )1 2 3 45
1 1 1 3 91 27

162 2 2 4 8
a a aa a  = + + + = 

 
= + + + 

,1הם חמשת האיברים הראשונים בסדרה   1 2, 3 4, 9 8, 27 16. 

 

 25 השאלה בעמוד  
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היא הערה  ומנתה  הנדסית,  סדרה  היא  זו  שסדרה  להבחין  ניתן   :3 נובע 2 זה  דבר   .

 מהשוויונות הבאים:

   ( )1 1
1 ...
2 nna a a −= + + 

   1 1... 2n na a a−+ + =⇒ 

   ( ) ( )1 11 2 31 1..
2 2

.
2n n n n nna a a a a aa+ −= + + + = + =⇒ 

 
 16תשובה 

5הסדרה   .א 3na n= עם   + חשבונית  סדרה  1היא  8, 5a d= לפי   = זאת  לוודא  (ניתן 

 נוסחת האיבר הכללי בסדרה חשבונית). הסדרה ניתנת להגדרה באופן רקורסיבי כך:

  1

1 )

8

5 ( 1n na a n

a

+ = + ≥

=
 

n·23הסדרה   ב.
na 1היא סדרה הנדסית עם  = 6, 2a q= (ניתן לוודא זאת לפי נוסחת  =

 האיבר הכללי בסדרה הנדסית). הסדרה ניתנת להגדרה באופן רקורסיבי כך: 

  1

1 2 1)

6

(n n

a

a a n+ ≥

=

=
 

 
 17תשובה 

 טבעי מתקיים:  nלכל ש עלינו להוכיח
1

2 ( 1)(2 1)
6

n

i

n n ni
=

+ +
=∑ (1) 

 נוכיח טענה זו באינדוקציה.

1nעבור   2 , מתקיים:= 2

1
11

n

i
i

=
= =∑ 

   1( 1)(2 1) 1 2 3
66

n n n ⋅=
+ + ⋅ = 

 ואכן מתקיים שוויון.  

 . (1)ם, כלומר שמתקיים השוויון מסויטבעי  nכעת, נניח שהטענה נכונה עבור 

1nנוכיח שהטענה נכונה גם עבור   , כלומר שמתקיים:+

  
1

2

1

( 1)( 2)(2( 1) 1)
6

n

i

n n ni
+

=

+ + + +
=∑ 

) נפשט את האגף השמאלי: )2
1

1

2

1

2 1
n n

i i
i i n

+

= =

 
 = + +
 
 

∑ ∑ 

) לפי הנחת האינדוקציה: )2( 1)(2 1) 1
6

n n n n+ +
= + + 

 לכן די אם נוכיח שמתקיים

  ( )2( 1)(2 1) ( 1)( 2)(2( 1) 1)1
6 6

n n n n n nn+ + + + + +
+ + = 

 26 השאלה בעמוד  
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 נפשט את האגף השמאלי:

   

( ) ( )

( )

( )

2

2

(2 1) 1
6

(2 1) 6( 1)
6

2
6

( 1)(2 1) 1 1
6

1

7 61

n n n n

n n n

n n n n

n

nn n

+ +  + + = 
+

+ 
 

 = +  
 

+ += +

+

+ +

+ + 

 נפשט את האגף הימני: 

   
( )

( )
2

( 1)( 2)(2( 1) 1) ( 31

6

6
2)(2 )

6
2 7 61

n n n n n

n n

n

n

+ + + +
= +

++

+ +

+=
  

   הוכחנו את השוויון המבוקש, ובכך סיימנו את צעד האינדוקציה.

 
 18תשובה 

a , 4נסתמך על התכונה שהוכחה בשיעור  א. b a b⋅ = ⋅ 

 יות הערך המוחלט'. התכונה שנוכיח בשאלה זו היא הכללה שלה. לתכונה זו קראנו 'כפל 

1 אפוא יהיו  2, ,..., na a a ספרים ממשיים, ונוכיח שמתקיים:מ 
   1 2 1 2... ...n na aa aa a=⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ (1) 

1nעבור     .1aהשוויון אכן מתקיים: שני האגפים שווים ל־  =

1מתקיים לכל בחירה של  (1)כעת נניח שהשוויון   2, ,..., na a a. 

1nנוכיח את הטענה עבור     , כלומר נוכיח שמתקיים+

   1 11 2 1 2... ...n nn na aa a a aa a ++ =⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

1nלכל בחירה של   1מספרים ממשיים,  + 2 1, ,..., na a a +. 

) ואכן:   )1 2 1 1 2 1... ...n n n na a a a a a aa+ +=⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

1 לפי כפליות הערך המוחלט:   2 1... n na aa a += ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

1 לפי הנחת האינדוקציה:  2 1... n na aa a += ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

  כפי שרצינו להוכיח.  

 

 מספר טבעי.  nמספר ממשי כלשהו, ויהי  aיהי   ב.

1הטענה שבסעיף א, ונציב  נסתמך על  2 ... na a a a= = =  . נקבל:=

   ... ...a a aa a a=⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 

nna כלומר,  a= 

 28 השאלה בעמוד  
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 19תשובה 

 נוכיח באינדוקציה את נוסחת הסכום של סדרה הנדסית: 

   2 1
1 1 1 1 1

1...
1

n
n qa a q a q a q a

q
− −

+ + + + =
−

 (1) 

1nעבור   1 , האגף הימני הוא  = 1
1
1

qa a
q
−
−

= 

 ואכן מתקיים שוויון. 

1nם, ונוכיח את הטענה ל־מסוי nמתקיים עבור  (1)כעת נניח שהשוויון  +: 

   
( )

2 1
1 1 1 1 1

2 1
1 1 1 1 1

...

...

n n

n n

a a q a q a q a q

a a q a q a q a q

−

−

+ + + + +

= + + + + +
 

1 לפי הנחת האינדוקציה: 1
1

1
n

nqa a q
q
−

= +
−

 

   
1 1

1 1 1
1 ( 1) 1 1

1 1 1
n n n n n nq q q q q q qa a a

q q q
+ +− + − − + − −

=
−

=
− −

= 

  דוקציה.בכך סיימנו את צעד האינ

 
 20תשובה 

1xלכל   :)אי־שוויון ברנוליטענה ( ≥   טבעי מתקיים  n, ולכל −
  (1 1)nx nx≥+ + 

 הוכחה: 

 מתקיים שוויון בין שני האגפים.  n=1כאשר  . nונוכיח באינדוקציה על   xנקבע את  

≤1. מכיוון ש־nנניח כי האי־שוויון מתקיים עבור  −x 1, מתקיים 0+ ≥x . 

1לכן ניתן להכפיל את שני אגפי האי־שוויון ב־  + x :מתקבל . 

  (1 )(1 ) (1 )(1 )nx x nxx ≥ + ++ + 

  1 2 2(1(1 ) )(1 ) 1 11 ( )n x nx x nx nx n x nx x+ ≥ + + = + = + + ++ ++ 

2מכיוון ש־ 0≥nx:1)1 , מתקבל ) 1 ( 1)+ ≥ + ++ n nx x 
 

   , וצעד האינדוקציה הושלם. n+1לכן האי־שוויון מתקיים עבור  

 
 21תשובה 

1המספר   א.
25 2 2אינו שלם. לכן   =2 5 2. במילים אחרות: לא מתקיים | 5. 

3המספר   ב.  
710 7 7אינו שלם. לכן   =1 10. 

24, כי  8הוא כפולה שלמה של  24המספר  ג. 83= 8. לכן  ⋅ | 24. 

26, כי 2הוא כפולה שלמה של   −6המספר   ד. ( 3)− = 2. לכן  −⋅ | 6−. 

5המספר   ה. 10 1 10אינו שלם. לכן   =2 5. 

8, כי −1הוא כפולה שלמה של   8המספר  ו. ( 8) ( 1)= − ⋅ 1. לכן  − | 8−. 

)(, לפי הזהות −1: כל מספר שלם מתחלק ב־הערה   ) ( 1a a= − ⋅ −. 

 

 28 השאלה בעמוד  
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 22תשובה 

d| הם מספרים שלמים המקיימים:   dו־ a ,bנניח ש־ א. a   וגם|d b. 

'   אז ניתן להציג  , 'a a d b b d= = 

 הם מספרים שלמים.  'a',bכשהמספרים  

'  לכן,   ' ( ' ')a b a d b d a b d− = − = − 

'המספר    'a b−   ,הוא שלם. לכן, לפי הגדרת ההתחלקות|d a b−. 

d|הם מספרים שלמים המקיימים   dו־ aנניח ש־ ב. a וש־c .מספר שלם כלשהו 

aהמקיים  qמהנתון נובע שקיים מספר שלם   dq= . 

acונקבל  cנכפיל  את השוויון ב־  dcq=  לכן .|dc ac. 

b|הם מספרים שלמים המקיימים:   cו־ a ,bנניח ש־ ג. a ו־|c b. 

a,  אז ניתן להציג:   qb b rc= = 

bמים. נציב  מספרים של q,rכש־  rc=  בשוויוןa qb=: a qrc= 

c|לכן,    a. 

 
 23תשובה 

36טבעי,  nלכל  טענה:  .א | n n−. 

 .nהוכחה: נוכיח באינדוקציה על  

1nעבור    3, מתקיים = 0n n− 36ולכן   = | n n−. 

36כעת נניח שמתקיים    | n n− 36, ונוכיח שמתקיים | ( 1) ( 1)n n+ − +: 

 לפי נוסחאות הכפל המקוצר,  

  

( )

3 3 2 2 3

3 2

3 2

3 2

( 1) ( 1) 3 3 1 ( 1)

3 3 1 ( 1)

( ) (3 3 )

3( )

1 1n n n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

+ − + = + + + − +⋅

= + + + − +

= − + +

⋅

= − + +

  

שבטקסט,    בדוגמה  שהוכחנו  22כפי  | n n+  לכן הקודמת),.  בשאלה  ב  סעיף    (לפי 
26 | 3( )n n+. 

האינדוקציה,   הנחת  36לפי  | n n− מתחלק הסכום  שגם  נקבל  ההתחלקות  מתכונות   .

) : 6ב־ )3 26 | 3( )n n n n− + + 

36ולכן    | ( 1) ( 1)n n+ −  , כפי שרצינו להוכיח. +

   בכך סיימנו את צעד האינדוקציה. 
 

3טבעי,  nלכל  טענה:  ב. | 4 1n −. 

 .nכיח באינדוקציה על הוכחה: נו 

1nעבור    4, מתקיים = 1 4 1 3n − = − 3ולכן   = | 4 1n −. 

3כעת נניח שמתקיים    | 4 1n 13, ונוכיח שמתקיים − | 4 1n+ −: 

 30 השאלה בעמוד  

 

 31 השאלה בעמוד  

 

File #0005911 belongs to Rhys Golden Manasherov-  do not distribute

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 213       5פתרונות לשאלות בשיעור 

 לפי חוקי החזקות, 

   
1 14 1 4 1

(3 1) 1 3 4 1

4 1 4 4

4 4

n n n

n n n

+ − = − −

=

=

+ − =

⋅ ⋅

⋅ ⋅ + −
 

3המספר    4n⋅ לפי הגדרת ההתחלקות. 3מתחלק ב־ , 

4ר  המספ  1n  , לפי הנחת האינדוקציה.3מתחלק ב־ −

3לכן הסכום   4 14n n⋅ + 13, כלומר 3מתחלק ב־ − | 4 1n+    , כנדרש. −
 

30טבעי,  nלכל  טענה:  ג. | 3 5 35n n+⋅ ⋅. 

 .nהוכחה: נוכיח באינדוקציה על  

1nעבור    03, מתקיים = 35 3 5 5 3 35n n⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =+ 30ולכן   = | 3 5 35n n+⋅ ⋅. 

30כעת נניח שמתקיים    | 3 5 35n n+⋅ 1, ונוכיח שמתקיים ⋅ 130 | 553 3n n+ ++⋅ ⋅: 

) לפי חוקי החזקות,  ) 135 5 3 5 33 5 25n n n n+⋅ ⋅ +⋅ = ⋅+ ⋅ 

) לכן   )1 55 3 5 253 5 3 3n n n n+⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅= + 

) מכאן נקבל  )1 1 13 5 3 5 3 35 5 3 5 5 32 5n n n n n n+ + ++⋅ ⋅ − +⋅ ⋅+ ⋅= ⋅ 

   

( )
( )
( )

5 3 3 3 3

5 3 3

5

3

5 3 5 25 5

5 3 5 25 15

53 5 3 310

n n n n

n n n n

n n n

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

= + − +

= + − +

+

⋅

−

⋅

⋅ ⋅ ⋅=

 

13ן  ומהשווי  33n n−= 3נקבל  ⋅ | 3n,  30ב) 22ולכן (לפי שאלה | 10 3n⋅. 

האינדוקציה,    הנחת  30לפי  | 3 5 35n n+⋅ ההתחלקות),  ⋅ (מתכונות  ולכן   ,

( )53 | 5 30 3 5n n+⋅ ⋅ ⋅. 

שאלה    ההפרש  22לפי  גם  )א,  )35 3 5 15 30n n n−⋅ ב־ ⋅+⋅ ולכן  03מתחלק   ,
1 130 | 553 3n n+ ++⋅    כפי שרצינו להוכיח. ⋅

 

30טבעי,  nלכל  טענה:  ד. | 8 5 3n n n− −. 

 .nהוכחה: נוכיח באינדוקציה על  

1nעבור    8, מתקיים = 5 3 8 5 3 0n n n− − = − − 30ולכן   = | 8 5 3n n n− −. 

30כעת נניח שמתקיים    | 8 5 3n n n− 1, ונוכיח שמתקיים − 1 130 | 8 5 3n n n+ + +− −: 

  

( ) ( )
( )
( )

1 1 1 1 18 5 3 8 8 5 3 8 5 3

85 3 5 3

5 3

8 8 5 3 8 5 3

8 5 38 5 3 3 5

n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n

n+ + + + +− − = − − + + − −

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

− + + − −

= − + ⋅− +

 

30לפי הנחת האינדוקציה,   | 8 5 3n n n− )ולכן   − )30 | 8 8 5 3n n n− −. 

30כפי שהוכחנו בסעיף ג,    | 3 5 35n n+⋅ ⋅. 

)לכן,    )30 | 8 8 5 33 53 5n n n n n⋅− + + ומכאן  −⋅  ,1 1 130 | 8 5 3n n n+ + +− כפי  −  ,

   שרצינו להוכיח.
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 24תשובה 

1 השורה החמישית במשולש פסקל היא: 5 10 10 5 1 

5 בהתאם לכך,  5 4 3 2 52 3 4( ) 5 10 10 5a b a a b a b a b ab b+ = + + + + + 

 
 25תשובה 

3 לפי נוסחת הבינום,  א. 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b+ = + + + 

,זו נציב בנוסחה   2a x b y= =: 

   
3 3 2 2 3

3 2 2 3

(2 3( 2 ) 3 2 )

6 2 8

(2

1

)x y x x y

x x y x y

y x y

y

+⋅+ = +

= + +

+ ⋅

+
  

 

42  לפי נוסחת הבינום,  ב. 324 4 3( ) 4 6 4a b a a b a b ab b+ = + + + + 

a,נציב בנוסחה זו   x b y= = −: 

  

( )
( )

44

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

( ) ( )

4 6 ( ) 4 ( ) ( )

4 6 4

− = + −

= + − + − + − + −

= − + − +

x y x y

x x y x y x y y

x x y x y xy y

 

 : 24כפי שראינו בשאלה  ג.

  5 5 4 3 2 52 3 4( ) 5 10 10 5a b a a b a b a b ab b+ = + + + + +  

bנציב בנוסחה זו   b→ −: 

  ( )5 5 4 3 2

2 3 54

( ) 5 ( ) 10 ( )

10 ( ) 5 ( ) ( )

a b a a b a b

a b a b b

+ − = + − + −

+ − + − + −
 

5 כלומר,  5 4 3 2 52 3 4( ) 5 10 10 5a b a a b a b a b ab b− = − + − + − 

 נחבר את שתי הזהויות שקיבלנו: 

   2 45 5 5 3( ) ( ) 2 20 10a b a b a a b ab+ + − = + +  

 
 26תשובה 

 נמשיך את משולש פסקל עד לשורה השביעית: א.

  

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

  

 

 32 השאלה בעמוד  

 

 33 השאלה בעמוד  

 

 33 השאלה בעמוד  

 

  :פישטנו על פי חוקי החזקות 
          2 2 2 2(2 ) 2 4y y y= =   

         3 3 3 3(2 ) 2 8y y y= = 
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 :המקדמים הבינומיים לפי נוסחת ב.

   

0

6! 6!6
6!

6! 1 2 3 4 5 6 6
5! 5! 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6 5 6 15
21 2

10 0!6! 1

6!6
1 1!

6!6
2 2! 1 2 3 4

1 2 3 4 5 6 4 5 2
1! 2 3 1 2 3

4!

6!6
3 3!3

  = = = 
  ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅= =
⋅

=

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅= =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

  = = 
 

  = 
 

 
 == =


⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

 קיבלנו את המספרים הרשומים בשורה השישית במשולש פסקל.  

 
 27תשובה 

!נציב בנוסחה   א.
!( )!

  =  − 
nn

i i n i
 : 

  ! ! 10 0! 1·! !
n nn
n n

  = = = 
 

 

! ובאופן דומה,   1
!0!
nn

n n
  = = 
 

 

·2·1  פי ההגדרה, על ב.  ·( 1)·! !
1!( 1)! ( 1)! 1·2· ·( 11 )

n nn n n
n n

n
n

  = 


−
= = =

− − −




 

·2·1  ג. ·( 2)·( 1)· ( 1)! 1·
2!( 2)! 2 1·2· ·( 2) 22

n n n n nn
n n

n  = 
 

− − −
= =

− −




 

!  ד. !
!( )! ( )! !

n nn
i n i n i i

n
i n i

   =   −
=

− 
=

 −
 

 

: משמעות הזהות שבסעיף ד היא שכל שורה במשולש פסקל היא סימטרית: אם נקרא הערה 

אותה מהסוף להתחלה, נקבל שוב את אותה השורה. לכן משולש פסקל כולו סימטרי ביחס  

 א. 26לציר המרכזי האנכי. ניתן להיווכח בכך גם בהתבוננות בדיאגרמה שבתשובה 

 
  28תשובה 

1aנציב בנוסחת הבינום   א. b= =: 

  
0 0

2 (1 1) 1 1n n n i
n n

i

i i

n n
i i

=

−

=

   = + = =   
   ∑ ∑ 

,1נציב בנוסחת הבינום   ב. 1a b= = −: 

  ( )
0 0

·1 ·0 0 ( 1) 1 ( 1) ( 1)nn i
n n

i i

n i in n
i i

= =

−    = = − + = − = −   
   ∑ ∑ 

 .2nבמשולש פסקל שווה ל־ nמשמעות סעיף א היא שסכום האיברים בשורה ה־

 לדוגמה, סכום האיברים בשורה הרביעית הוא

  41 4 6 4 1 16 2+ + + + = = 

 . 0משמעות סעיף ב היא שסכום האיברים בכל שורה, בסימנים מתחלפים הוא 
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 רה הרביעית הואלדוגמה, סכום האיברים בסימנים מתחלפים בשו

  1 4 6 4 1 0− + − + = 

האיברים  לסכום  שווה  הזוגיים  במקומות  האיברים  סכום  שורה,  שבכל  מכך  להסיק  נוכל 

1  במקומות האי־זוגיים. לדוגמה, בשורה הרביעית 6 1 4 4+ + = +. 

 
 29תשובה 

1לכל  . א ≤ ≤i n, 

  ! !
1 ( 1)!( ( 1))! !( )!

   + =   − − − −
+ =

    −
n nn n

i i i n i n ii
 

   

!
( 1)!( 1 )! !( )!

( 1 ) !!
!( 1 )!

!
!( 1 )!

!( 1) ( 1)! 1
!( 1 )! !( 1 )

!

!( 1 )!

( ( )

!

1 )

= + =

= + =
+

− + − −

+ −
+ −

=

−

+ −

+ +

+ + − =

= = + 
 + − + −  

=

n
i n i i n i

n i nin
i n i

n
i n i

n n n n
ii n i i n i

n

i n i

i n i
 

 

n,כזכור, הגדרנו:   . ב iP=האיבר ה־i בשורה ה־n  .במשולש פסקל 

0טבעי ולכל    nשלכל    nנוכיח באינדוקציה על   i n≤ n,מתקיים    ≥ i
nP i
 =  
 

   . 

 

1nעבור  =  ,,0 ,1 1n nPP = 10(לפי הגדרת משולש פסקל), וכן  = 1
n n   = =   
   

. לכן הטענה 

 המבוקשת מתקיימת.

1nם, ונוכיח שהיא נכונה עבור  מסויטבעי  nכעת נניח שהטענה נכונה עבור   +. 

0יהי   1i n≤ ≤ ,1. נוכיח ש־ +
1

n i
nP i+
+ =  

 
. 

0iאם   1iאו   = n= פסקל,   + משולש  הגדרת  לפי  ,1אז  1n iP + שאלה  = ולפי  א,  27, 
1 1n

i
+  = 

 
. 

1אם  i n≤  אז  ≥

,1 לפי הגדרת משולש פסקל  , , 1n i n i n iP P P+ −= + 

1 לפי הנחת האינדוקציה 
n n
i i

   = +   −   
 

1n לפי סעיף א  
i
+ =  

 
 

   כפי שרצינו להוכיח.  
 
 .הוכחת נוסחת הבינום .ג

 טבעי, nנוכיח באינדוקציה שלכל  
0

( ) −

=

 + =  
 ∑n n i

n

i

ina b a bi 

 34 השאלה בעמוד  

 

 ־ מהנחת האינדוקציה נובע ש 

,n i
nP i
 =  
 

,ו־  1 1n i
nP i−

 =  − 
. 
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1nכאשר     , מתקיים=

     1 0 0

0

11 1
0

)
1

( nn i
n

i

i

na b a b a b b a a bi
=

−     + = + = + =     
    

∑ 

נניח כעת שמתקיים   
0

( ) −

=

 + =  
 ∑n n i

n

i

ina b a bi ונחשב , 

 

1

1

1

1

1 1 2

( ) ( )( )

( ) 0 1

0 1

0 1

0 1 2

n n

n n n

n n n

n n n

n n n

a b a b a b

n n na b a a b bn

n n na a a b bn

n n nb a a b bn

n n na a b a b

+

−

−

−

+ −

+ = + +

      = + + + +            

      = + + + +            

      + + + +            

     = + +     
     







1 2 1

1 1 2

1

0 1 1

1 0 2 1

... 1

n

n n n n

n n n

n n

n abn

n n n na b a b ab bn n

n n n na a b a b

n n ab bn n

− +

+ −

+

  + + +    

        + + + + +        −        

          = + + + + +                    

    + + +    −    







 

1שימוש בזהות  
1

+     + =     −     
n n n

i i i  נותן 

   
1

1

0

1( )
1n

n n i

i

i
i

a b a b
n+

=

+ + − 
+ =  

 

+
∑ 

   ובזאת הושלמה האינדוקציה. 

 
 30תשובה 

,!נחשב את ערכי הביטויים  2nn  עבור ערכים קטנים שלn : 
 

2n !n n 
2 1 1 
4 2 2 
8 6 3 

16 24 4 
32 120 5 

 

!מהטבלה נראה ש־ 2nn 4nלכל  <  . נוכיח זאת באינדוקציה:≤

4nעבור   !מתקיים, כפי שראינו,  = 24, 2 16nn = !ולכן   = 2nn >. 
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4nנניח ש־ !וש־ ≤ 2nn )1, ונוכיח שמתקיים < 1)! 2nn ++ >: 

4nמכך ש־  1נובע  ≤ 4n + 1ובוודאי  < 2n +  . לכן: <

   
1 (2)

1
( )

·2( 1)! ( 1) ! 2 ! 2 2n nn n n n ++ = + > > = 

   לפי הנחת האינדוקציה. בכך השלמנו את צעד האינדוקציה. (2);  5לפי שאלה  (1)
 

 31תשובה 

שלכל  שלמה  באינדוקציה  8nנוכיח  לספק   ≤ מארזים  nניתן  צירוף  ידי  על  תה  קופסאות 

 קופסאות תה.  5ו־ 3של 

8nעבור    קופסאות.  5קופסאות ומארז אחד של   3, ניתן לספק מארז אחד של =

8nנניח כעת כי עבור  1nל־   8ם ניתן לספק כל מספר של קופסאות בין  מסוי < , ונוכיח  −

 קופסאות:   nשניתן לספק  

9nאם   קופסאות.  3מארזים של  3אז ניתן לספק  =

10nאם   קופסאות.  5מארזים של  2אז ניתן לספק  =

11nאם  3אז   ≤ 8n − 3ו־  ≤ 1n n− < לספק − ניתן  האינדוקציה  הנחת  לפי  לכן   ,3n − 

של   אחד  מארז  נוסיף  הנ"ל.  במארזים  שימוש  תוך  בדיוק    3קופסאות  ונקבל    nקופסאות, 

   קופסאות. 

 
 32תשובה 

 ) הוא מספר טבעי. n(מספר פיבונאצ'י ה־ n ,nFטענה: לכל  

 . nהוכחה: נוכיח באינדוקציה שלמה על 

1nעבור   1nFמתקיים  =  הוא מספר טבעי.  nFולכן   ,=

1nיהי   21טבעי, ונניח שכל המספרים  < 1, , ..., nF F F  טבעי:  nFיח ש־הם טבעיים. נוכ −

2nאם  1nFאז   =  והוא מספר טבעי.  =

2nאם  המספרים  < האינדוקציה,  הנחת  לפי  1nFאז  2nFו־ − הגדרת   − לפי  טבעיים.  הם 

1הסדרה מתקיים  2n n nF F F− −=    הוא מספר טבעי.  nF, ולכן גם +
 

 33תשובה 

 נחשב כמה איברים של הסדרה:

1 לפי ההגדרה,  1a = 

1לפי נוסחת הרקורסיה 
1

n i

n

i
a a

=
+ = ∑: 

1

2
1

1 1i
i

a a a
=

= = =∑ 

   13 2

2

1
1 1 2

i
ia a a a

=
= = + = + =∑ 

   1 2 3

3

4
1

1 1 2 4i
i

a a a a a
=

= = + + = + + =∑ 

2nשלכל   נוכיח 22nמתקיים  ≤
na  :n. ההוכחה היא באינדוקציה שלמה על =−

2nעבור   0אכן מתקיים   =
2

2 21 2 2a −= = =. 

2nנניח ש־ 22kושהשוויון  <
ka 2מתקיים לכל  =− 1k n≤ ≤ −. 
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 לפי נוסחת הרקורסיה:
1 1

1 2
1

n n

n i i
i i

a a a a
− −

= =
= = +∑ ∑ 

2 מהנחת האינדוקציה נקבל
1

2
1 2

n

i

i
na

=

−
−

= + ∑ 

2הסכום 
1

2
2

n

n
i

ia
=

−
−

= בת   ∑ הנדסית  סדרה  של  סכום  2nהוא  היא   − שמנתה    2איברים, 

 סחת הסכום: . לפי נו 1ואיברה הראשון הוא 

  
2

2 22 11 1 1) 2· 1 2
2

(
1

n
n n

na
−

− −= −+−= + =
−

 

   בכך השלמנו את צעד האינדוקציה.
 

 34תשובה 

,1000 נתונה הסדרה החשבונית:  985, 970, 955, ... 

985הפרש הסדרה הוא  א. 1000 15− =  .1000, והאיבר הראשון בסדרה הוא −

1 לכן נוסחת האיבר הכללי היא:  ( 1) 1000 15( 1)na a n d n= + − = − − 

1015 נפשט:   15na n= − 

0na כדי למצוא כמה איברים חיוביים יש בסדרה, נפתור את האי־שוויון: ב. >. 

   1015 15 0n− > ⇔ 

   15 1015n < ⇔ 

   2
3

1015 67
15

n =< ⇔ 

1 מספר טבעי: nמכיוון ש־  67n≤ ≤ ⇔ 

 איברים חיוביים בסדרה. 67לכן יש  

67 בסדרה הוא 67האיבר ה־ ג. 1015 67·15 10a = − = 

 האיברים הראשונים בסדרה הוא 67לפי נוסחת הסכום, סכום  

   ( )1 1000 10 ·67 505·67 33835
2

S + = == 

 
 35תשובה 

1   א.
1

0

10 55 5 5.
3

..
3 9 3i

i
=

+ + +=∑  

1סכום זה הוא סכום של סדרה הנדסית שעבורה מתקיים:   5 3, 1 3, 10qa n= = =. 

 לפיכך:  
( ) ( )10 1010

1

1 3 1 1 1 35
1 3 1 1 1 3

5 5
3 33i

i
=

   
   =   
  

− −
=

− −∑  

   10 10
5 3 1 5 5· · 1 2.499
3 2 23 2·3

 = − = − ≈ 
 
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0הסכום   ב. 1 2 3 4 102 2 2 2 2 ... 2− + − + − בעלת   + הנדסית  סדרה  של  סכום  הוא 

1המאפיינים   1, 2, 11qa n= = −  . לפי נוסחת הסכום: =

  
11 11

0 1 2 3 4 10 ( 2) 1 12 2 2 2 2 ... 2 1
2

·
1

2
3

− − +− + − + − + = =
− −

 

 . 2ואיברה האחרון הוא  1איברים, שאיברה הראשון הוא   5סדרה הנדסית בת  נתונה .ג

ב־  איבריה  את  1נסמן  2 5, ,...,a a a  מתקיים הנתונים,  לפי   .1 51, 2a a= נוסחת  = לפי   .

4 האיבר הכללי, 4 4
5 1 ·1a q qqa= = = 

המשוואה    אפוא  4מתקבלת  2q חיוביים,  = הסדרה  שאיברי  שנתון  מכיוון   .q  הוא

4מספר חיובי ולכן  2q  . סכום הסדרה הוא:=

   

( ) ( ) ( )44 4 4 4 4 4

4 4

5 1

4 4

4

4

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 11
2 1 2 1 2 1 2 1

2
2

·

1
1

·S − − − += −= = =
− −

=

−

−
+

−  

 
 36תשובה 

1הסדרה החשבונית נתונה  א. 2 3 100, , ,...,a a a a :1  עם 4a = ,7d =. 

4 לפי נוסחת האיבר הכללי:  7( 1)na n= + − 

100 ולכן   4 7·99 697a = + = 

,4 איברי הסדרה הם:  11, 18, 25, 32, ..., 690,697 

4 סכום הסדרה הוא  697
2

100· 50·701 35050S = = =+ 

)   ב. ) 1 2 3 4 5 99 100

100

1
1 ...i

i
i

a a a a a a a a
=

− = − + − + − + − +∑ 

   

4 11 18 25 ... 690 697
(11 4) (25 18) ... (697 6

7 3
90)

7 7 ... 7 5 500

= − + − + − − +

= − + − + + −

= ×+ == + +

 

 

( דרך פתרון נוספת  הזוגיים  במקומות  האיברים  המבוקש,  בסכום   :2 4 100, ,...,a a a (

1, והאיברים במקומות האי־זוגיים ( +מופיעים בסימן  3 99, ,...,a a a  מופיעים בסימן (−. 

ב־   שבסדרה   evenSנסמן  הזוגיים  במקומות  האיברים  סכום  1את  2 3 100, , ,...,a a a a ,

 את סכום האיברים במקומות האי־זוגיים בה. oddSוב־

) הסכום המבוקש הוא:  )
100

even odd
1

1
i

i
ia S S

=
− = −∑ 

היא    הזוגיים  במקומות  האיברים  2סדרת  4 611, 25, 39,...a a a= = היא  = זו  סדרה   .

הפרש   עם  חשבונית  יש  14סדרה  זו  בסדרה  הוא   50.  שבהם  והאחרון  איברים, 

100 697a  . סכומה הוא: =

   2 10
en

0
ev

11 697· 50· 250
2 2

5·708 17700
a a

S += = =
+

= 

 43 השאלה בעמוד  

 

 ( )1111 ( 1)( 2) ·2= −−   

    11 11 11·2( 1) 2= − = − 

  ,באנגליתeven  ,זוגי =odd   = 
 אי־זוגי 

 ( )44 42 2q = ולכן   =
4 2q . להסבר נוסף ראו פתרון =

 .229, בעמוד 43שאלה 
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1סדרת האיברים במקומות האי־זוגיים היא   3 54, 18, 32,...a a a= = זו היא = גם סדרה   .

99איברים, והאחרון שבהם הוא   50. בסדרה זו יש  14ה חשבונית עם הפרש  סדר 690a = .

 סכומה הוא: 

   101
odd

0 4 690· 50· 250
2

5·694 1735
2

0
a a

S + =
+

= == 

) מכאן מתקבל:   )
100

1
1 17700 17350 350

i

i
ia

=
− = − =∑ 

 
 37תשובה 

טבעי מתקיים  n, שלכל nנוכיח באינדוקציה על  א.
2

3

1

( 1)
2

n

i

n ni
=

+ =  
 

∑. 

1nעבור    =: 
1

2 2
3 3 1·21; ( 1)1 1

2 2

n

i

n ni
=

+   = = =    
=

 
∑ 

  ואכן מתקיים שוויון.  

ם מתקיים  מסוי nכעת נניח שעבור  
2

3

1

( 1)
2

n

i

n ni
=

+ =  
 

 ונוכיח: , ∑

   
1 2

3

1

( 1)( 2)
2

n

i

n ni
+

=

+ + =  
 

∑ 

 ויון הבא:מהנחת האינדוקציה נובע השו 

   
2

3 3 3

1 1

3
1 ( 1)( 1) ( 1)

2

n n

i i

n ni i n n
+

= =

+ = + + = + + 
 

∑ ∑ 

 לכן די אם נוכיח שמתקיים 
2 2

3( 1) ( 1)( 2)( 1)
2 2

n n n nn+ + +   + + =   
   

 (1) 

)2נחלק ב־  1)n  שוויון שקול:לקבלת  +
22 (

4
2)1

4
n nn +

+ + = ⇔ 

) שוויון שקול:לקבלת  4נכפיל ב־  )22 4 4 2n nn + + = + ⇔ 

  שוויון זה נובע מנוסחאות הכפל המקוצר. 

   מתקיים, כפי שרצינו להוכיח.  (1)לכן השוויון  
  

נוכיח באינדוקציה את השוויון:  ב.
1

1 11
( 1) 1

n

i i i n=
= −

+ +∑ 

1nעבור    =: 
1

1 1 1 1 1 1; 1 1
( 1) ·2 2 11 2 2

n

i i i n=
= = − = − =

+ +∑ 

  ואכן מתקיים שוויון.  

ם מתקיים  מסוי nכעת נניח שעבור  
1

1 11
( 1) 1

n

i i i n=
= −

+  ונוכיח: , ∑+

   
1

1

1 11
( 1) ( 1) 1

n

i ni i

+

=
= −

+ + +∑ 
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 מהנחת האינדוקציה נובע השוויון הבא: 

   

1

1 1 ( 1)( 2)

1
( 1)( 2

1 1 1
( 1) )

)

( 1

1 1
1

n n

i ii i i

n

i

n

n n

n

+

= =
= +

+ ++ +

+
+

= −
+ +

∑ ∑
 

1 לכן די אם נוכיח שמתקיים  1
( 1)

1
(
1 1

1 22)n nn n
− −

+ +
+ =

+ +
 (1) 

1 נעביר אגפים, לקבלת שוויון שקול:  1 1
( )( 2)2 11 nn n n

=
+ + ++

− ⇔ 

 שוויון זה נובע מכללי השברים: 

   ( 2) ( 1) 1
( 1)( 2) ( 1

1 1
) 21 ( )2

n n
n nn nn n
+ − +

−
+ + ++ + +

= = 

   , כפי שרצינו להוכיח.(1)לכן נכון השוויון  

 : ניתן להוכיח את הטענה ללא אינדוקציה, כך: הערה  

1 טבעי מתקיים  iלכל   1
1 ( 1)

1
(

(
1)

1)i i
i i i i i i
− = =

+
+
+ +
− 

 כלומר 
2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1, , ...,
1· 12 1 2 2·3 ( 1)n n nn

= − = − = −
++

 

 ולכן  
1

1 1 1 1 1...
( 1) 1·2 2·3 ·4 ·( 1)3

n

i i i n n=
= + + + +

+ +∑ 

   

1 1 1 1 1 1 1...
1 2 2 3 1

1

1
3 4

1
1

n n

n

       = − + − + − + + −       +       

= −
+

 

 . סכום טלסקופילסכום כזה, שבו המחוברים הפנימיים מתבטלים, קוראים  
 

a,נתונים:  ג. b  מספרים ממשיים שונים זה מזה, ו־n  :מספר טבעי. נוכיח את הנוסחה  

   ( )
1

2

0

2 2
2

n n
i i

n

i

a
a b

ba b
−

=

−+ =
−∏  

1nעבור    ) מתקיים: = ) 0 02 2
1

12 2 1

0

i i
n

i
a b a b a b a b

−

=
+ = + = + = +∏ 

   
2 2 2 2 ( )( )n na a a b
a b a b

a b a bb b
a b

+ −− −=
−

= = +
− −

  

 ואכן מתקיים שוויון.   

)ם מתקיים  מסוי nכעת נניח שעבור   )
1

2

0

2 2
2

n n
i i

n

i

a
a b

ba b
−

=

−+ =
 ונוכיח: , ∏−

   ( )
1 1( 1) 1 2 2

22

0

n n
i i

n

i

a ba b
a b

+ ++ −

=

−+ =
−∏ 
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 מהנחת האינדוקציה נובע:  

  
( ) ( )2 2 2 2

2 2
2

1
2 2

0 0

2

( )

( )

i i i i n n

n n
n n

n n

i i
aa b a b b

b a
a b

ba

−

= =

 
 + = + + 
 

−
− +=

∏ ∏
 

 נפשט לפי נוסחאות הכפל המקוצר וחוקי החזקות:  

  

( ) ( )

1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

2·2 2·2 2 2

)( )( n n n n n n

n n n n

a a a
a b a b

a a
a b a

b b b

b b
b

+ +

= =
− −

= =
−

− + −

−
−
−

 

   הוכחנו את השוויון המבוקש, ובכך סיימנו את צעד האינדוקציה. 
 

a,נתונים:  ד. b  מספרים ממשיים שונים זה מזה, ו־n  :מספר טבעי. נוכיח את הנוסחה 

   1

0

1( )
n

n i i n n

i
a b a b ba +

=

− +− = −∑ 

1nעבור      מתקיים: =

   0 1 1 10 1 11

0

n
n i

i

ia b a b a b a b a b−−

=

−= + = + = +∑ 

2 ולכן    2 1 1

0
( ) ( )( )n i i

n
n n

i
a b a b a b a b a b a b

=

− + +− = − + = − = −∑ 

 כלומר, מתקיים השוויון המבוקש.  

1ם מתקיים  מסוי nכעת נניח שעבור  

0

1( )
n

n i i n n

i
a b a b ba +

=

− +− =  ונוכיח: , ∑−

   2
1

0

1 2( )
n

n i i n n

i
a b aa b b+ −

+
+

=

+− = −∑ 

 נתחיל בחישוב הבא:  

   
1

0 0

1 1 1 1

0

n i i n i i n n i
n

i n
n n

i i i
a b a b b a a b b

+

= =

+ − + − + − +

=

   
   
   
 

+


= +


=∑ ∑ ∑ 

1 מכאן נקבל 

0

1
1

0
( ) ( ) ( )n i i n i

n
i n

n

i i
a b a b a a b a b a b b

=

+ −

=

+
+

−


− = − +

 
 
 

−


∑ ∑ 

 לפי הנחת האינדוקציה: 

   

1 1 1

2 1 1 2

2 2

( ) ( )n n n

n n n n

n n

a a b a b b

a ab ab b

a b

+ + +

+ + + +

+ +

= − + −

= − + −

= −

 

   כפי שרצינו להוכיח.  
  

  .ראו המשך בעמוד הבא 
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 :הערות 

 נכתוב את הזהות שהוכחנו באופן מפורש:  .א
1nעבור   =, 2 2( )( )a b a b a b− + = − 

2nעבור   =, 3 32 2( )( )a b a ab b a b− + + = − 

3nעבור   =, 4 42 33 2( )( )a b a a b ab b a b− + + + = − 

 ובאופן כללי, 

 1 11 2 2( )( ... ) nnn nn na b a a b a b b a b+ +− −− + + + + = − 

 ניתן לראות כי זהות זו היא הכללה של זהויות מוכרות.  

אם נניח   טרית.גיאומדרך נוספת להוכחת הזהות היא בעזרת הנוסחה לסכום סדרה   .ב

,0ש־  0a b≠ הסדרה   ≠ 1אז  2 2, , ,...,n n n na a b a b b− סדרה   − טרית,  גיאומהיא 

bומנתה היא  a  0ש־. במקריםa 0bאו   = , קל לוודא את נכונות הזהות באופן  =

 ישיר.
  

 38תשובה 

1טבעי מתקיים  nנוכיח באינדוקציה שלכל  א. ( 1)3 | 2n n+ + −. 

1nנבדוק עבור    1: במקרה זה = 2 1 32 ( 1) 2 ( 1)n n+ + − = + − ומספר זה אכן מתחלק  =

שעבור  3ב־ נניח  כעת   .n    מתקיים כלשהו  1טבעי  ( 1)3 | 2n n+ + ונוכיח −  ,

2ש־ 1(3 )2 1| n n+ ++ −: 

   ( )( ) ( ) ( ) 12 1 12 ( 1) 2 2 1 2 1 1n n nn n n ++ + ++ − = + − − − + − 

ש  נובע  ההתחלקות  ומכללי  האינדוקציה  )־ מהנחת  )( )13 | 2 2 1 nn+ + מספיק  − לכן,   .

)להוכיח ש־ ) ( ) 13 | 2 1 1n n+− − +  . ואכן: −

   

( ) ( ) ( )
( )

1

1

( 1)

( 1

2 1 1 2 1 ( 1

2 ) ( 1

3

)

( 1

)

)

( 1) ( 3)

n n n n

n n

n

+

+

− − + − = − − + −

= − +

⋅ −

⋅ − ⋅

⋅

− = −

=

−

−

 

)המספר    ) ( ) 12 1 1n n+− − +    . 3ומספר שלם, ולכן מתחלק ב־  3שווה למכפלה של  −
 

6טבעי מתקיים  nנוכיח באינדוקציה שלכל  ב. | 5 2 3n n n− −. 

1nנבדוק עבור    5: במקרה זה = 2 3 5 2 3 0n n n− − = − − , ומספר זה אכן מתחלק  =

שעבור  6ב־ נניח  כעת   .n    מתקיים כלשהו  6טבעי  | 5 2 3n n n− ונוכיח −  ,

1ש־ 1 16 | 5 2 3n n n+ + +− −: 

   
( )
( )
( )

1 1 1

1 1

5 2 3

5 5 2 3 5 5 2 3

5 5 2 3

2 3

2 33 5 5 2 2 3

5 5 2 2 33 3 2

n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n

+ + +

+ +⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− −

= − − + + − −

= − − + + − −

= − − + ⋅ ⋅+

 

6לפי הנחת האינדוקציה,   | 5 2 3n n n− 6ולכן   − | 5(5 2 3 )n n n− −. 
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1מספר טבעי,   n, היות ש־כמו כן  0n −  ולכן נוכל להציג ≤

   1 1 1 13 2 3 2 6(2 3 )2 3 2 2 3 3n n n n n n− − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅+ = +⋅= + ⋅ 

6לכן    | 3 2 32n n+⋅ ⋅ . 

)קיבלנו שכל המחוברים בסכום   ) 25 5 2 3 3 2 3n n n n n⋅− + ⋅− , ולכן, 6מתחלקים ב־ +

1, כלומר 6לפי כללי ההתחלקות, הסכום כולו מתחלק ב־ 1 16 | 5 2 3n n n+ + +− −.  
 

55טבעי מתקיים  nנוכיח באינדוקציה שלכל  ג. | n n−. 

עבור    1nנבדוק  זה = 55: במקרה  01 1n n− = − ב־ = זה אכן מתחלק  כעת  5ומספר   .

55טבעי כלשהו מתקיים    nנניח שעבור  | n n−55, ונוכיח ש־ | ( 1) ( 1)n n+ − +. 

5 וסחת הבינום:לפי נ  5 4 3 2( 1) 5 10 10 5 1n n n n n n+ = + + + + + 

5  לכן   5 4 3 2( 1) ( 1) 5 10 10 5n n n n n n n n+ − + = − + + + + 

55לפי הנחת האינדוקציה,   | n n−ולכן 5. שאר המחוברים שבאגף הימני מתחלקים ב־ ,
55 | ( 1) ( 1)n n+ −     , כפי שרצינו להוכיח.+

 

, ולכל  p: ניתן להוכיח (ולא נעשה זאת במסגרת קורס זה), שלכל מספר ראשוני הערה  

|, מתקיים   nמספר טבעי  pp n n− על פרמה',  'המשפט הקטן של  נקראת  זו  . טענה 

) פרמה  דה  פייר  הצרפתי  המתמטיקאי  לב  Pierre de Fermat, 1607-1665שם  שימו   .(

43ה, מספר ראשוני. לדוגמ  pשטענה זו לא מתקיימת ללא ההנחה ש־ 3 78− ומספר   =

 . 4זה אינו מתחלק ב־
 

 39תשובה 

 נוכיח את הנוסחה: 
2

1 1 5 1 5
5 2

n n

nF
    + −       

=
 

− 

1nעבור   א.  מתקיים: =

   

1

1 1 5 1 5 1 1 5 1 5
5 5

1 1 5

2

1 5 5 1
2 2 2 25 5

2 2 2

n n

F

−
          + − + −  =                    

 
= + − + = = =

−


 

 

2nעבור     מתקיים: =

   

2 2

2

2 2 2 2
1 1 5 1 5 1 1 5 1 5
5 5

1 1 2 5 5 1 2 5 5 1 4 5 1
4 4 45 5

n n

F

          


− −

−

+ − + −   =                   

 + + − += = ⋅ = = 
 

 

1nוידאנו את נכונות הנוסחה עבור   2nעבור  ו = =. 
 

ממשי   ב. מספר  2מקיים   αאם  1α α= ו־ +  ,3n הנתון  ≤ השוויון  את  נכפיל  אז   ,

2nαב־ 2, ונקבל: − 2 2 2n n nα α α α α− − 1 , כלומר:=+− 2n n nα α α− −= +. 

 44 השאלה בעמוד  
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2המשוואה  ג. 1x x= 2 היא ריבועית. נציג אותה כך:   + 1 0x x− − = 

1,2 נפתור לפי נוסחת השורשים: 
51

2
x = ± 

21 כלומר, הפתרונות הם 
1 1, 5

2 2
5x x+ −= = 

 
 נתונה הסדרה: ד.

  1 21 1 5 1 5
5 52 2

n n n n

n
x

G
x     −+ −  =       

= −


 

1 מסעיף א נובע שמתקים  2 1G G= =. 

3nלכל   1, לפי סעיף ב:  מתקיים ≤ 2
1 1 1
n n nx x x− −= 1וגם  +

2 2 2
2n n nx x x− −= +. 

  לכן  
1 2 1 2

1 2 1 1 2 2(
5 5

)n n n n n n

n
x

G
xx x x x− − − −− −

= =
+ +

 

  
1 1 2 2

1 2 1 2
1 25 5

n n n n

n nG
x xx

G
x− − − −

− −
−

= +
−

= +   

שהסדרה   ה. 1ראינו  2 3, , ,...G GG   :1מקיימת 2 1G G= וגם  =  ,1 2n n nG G G− −= כל ל +

3n פיבונאצ'י    .≤ סדרת  את  המגדירים  התנאים  את  מקיימת  הסדרה  אחרות,  במילים 

1 2 3, , ,...F F F  לכן .n nF G=  לכלn . 

 
 40תשובה 

כי   מהצורה נזכיר  הוא  זוגי  טבעי  מספר  עבור  2nכל   ,n שלם מספר  מספר  כל  ולהיפך:   .

2כל מספר טבעי אי־זוגי הוא מהצורה כמו כן,    הוא זוגי. 2nמהצורה  1n מספר  n, עבור +

2ולהיפך: כל מספר מהצורה שלם.  1n  . הוא אי־זוגי +

 מציינים מספרים טבעיים. bו־ a. בהוכחות שלהלן כעת נוכיח את הכללים

 זוגי + זוגי = זוגי א.

aזוגיים אז   bו־  aכלומר, אם    b+  .זוגי 

מתחלק אף    2כלל זה נובע מתכונות ההתחלקות: סכום של שני מספרים המתחלקים ב־ 

 . 2הוא ב־
 

 ־זוגי זוגי + אי־זוגי = אי ב.

aאי־זוגי אז   bזוגי ו־ aאם   ,כלומר  b+ זוגי. ־אי 

2aלפי האמור לעיל, ניתן לבטא  הוכחה:    m= 2ו־ 1b n= m,(עבור   + n  שלמים). לכן 

  2 2 1 2( ) 1a b m n m n+ = + + = + + 

aלכן    b+  2הוא מהצורה 1k  , ומכאן שהוא אי־זוגי. +
 

 אי־זוגי + אי־זוגי = זוגי  ג.

aאי־זוגיים אז  bו־  aכלומר: אם    b+  .זוגי 

2הוכחה: נבטא    1, 2 1a m b n= + =  . נקבל+

  2 1 2 1 2 2 2 2( 1)a b m n m n m n+ = + + + = + + = + + 

aולכן    b+  .זוגי 
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 מספר כלשהו = זוגי  ×זוגי   ד.

אז כל כפולה    2ם מתחלק ב־ מסויתכונה זו נובעת מיידית מחוקי ההתחלקות: אם מספר   

 . 2שלמה שלו מתחלקת ב־ 
 

 אי־זוגי = אי־זוגי ×אי־זוגי   ה.

 אי־זוגי.  abאי־זוגיים אז  bו־  aכלומר: אם   

2הוכחה: נבטא    1, 2 1a m b n= + =  . נקבל+

  (2 1)(2 1) 4 2 2 1 2(2 ) 1ab m n mn m n mn m n= + + = + + + = + + + 

 אי־זוגי.  abלכן   

 
 41תשובה 

 נתבונן בעשרת האיברים הראשונים בסדרת פיבונאצ'י: 

  1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 

מהתבוננות זו נראה שכל מספר שלישי בסדרה הוא זוגי, כלומר שהמספרים הזוגיים בסדרה 

3הם  6 92, 8, 3 ...4,F F F= =  . נוכיח זאת:=

3טבעי, אם     n: לכל   טענה  | n  אזnF   3זוגי, ואם n   אזnF  .אי־זוגי 

 .n: נוכיח באינדוקציה שלמה על הוכחה 

1nעבור   = ,3 n   1ואכן 1F  הוא אי־זוגי.  =

1nכעת נניח ש־ ,1, והטענה נכונה עבור < 2,..., 1n  .n. נוכיח את הטענה עבור  =

2nאם  3אז   = n   2ואכן 1F  הוא אי־זוגי.  =

ש־  מעתה  3nנניח  את  ≤ ונציג   ,n   חילוק ב־ לפי  שארית  3n:  3עם  k r= כאשר  +  ,

0 2r≤ ≤ ,k ו־r :מספרים שלמים. נתבונן בנפרד במקרים הבאים 
 

0rאם   • אז  =  ,3n k=   ולכןn  ב־ המספרים  3מתחלק  זה,  במקרה   .1 3 1n k− = − 

2ו־ 3 2n k− = 1, ולפי הנחת האינדוקציה, המספרים  3אינם מתחלקים ב־ − 2,n nF F− − 

ש־ נובע  מכאן  הקודמת,  בשאלה  שהוכחנו  כפי  אי־זוגיים.  1הם  2n n nF F F− −= הוא  +

 זוגי. 
1rאם  • אז =  ,3 1n k= ב־ nולכן   + מתחלק  זה, 3אינו  במקרה   .1 3n k− מתחלק   =

2ו־  3ב־ 3 1n k− = ב־  − מתחלק  האינדוקציה, 3אינו  הנחת  לפי   .1nF ו־  − 2nFזוגי  − 

1אי־זוגי. כפי שהוכחנו בשאלה הקודמת, מכאן נובע ש־  2n n nF F F− −=  הוא אי־זוגי.  +

2rאם  • אז =  ,3 2n k= ב־ nולכן   + מתחלק  זה3אינו  במקרה   . ,1 3 1n k− = אינו  +

2ו־   3מתחלק ב־  3n k− 1nF. לפי הנחת האינדוקציה, 3מתחלק ב־  = ו־ − 2nFאי־זוגי  − 

1זוגי. לכן  2n n nF F F− −=  הוא אי־זוגי.  +
 

  , ובכך השלמנו את צעד האינדוקציה.nוידאנו שבכל המקרים הטענה מתקיימת עבור  
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 42תשובה 

האי־שוויון   א. את  באינדוקציה  נוכיח 
1 1

n n

i
i

i
i

a a
= =

≤∑ על  ∑ נסתמך  ההוכחה  במהלך   .

a):  4אי־שוויון המשולש (שהכרנו בשיעור  ab b+ ≤ +. 

1nעבור    מתקיים  =  ,
1

1

n

i
i

a a
=

וכן   ∑=
1

1

n

i
i

a a
=

שני ∑= בין  שוויון  מתקיים  לכן   ,

 האגפים, ובפרט מתקיים האי־שוויון הנדרש.

עבור    מתקיימת  שהטענה  נניח  ויהיו  מסוי nכעת  1ם,  2 1, ,..., na a a ממשיים.   + מספרים 

נוכיח שמתקיים 
1 1

1 1
i

n n

i
i i

a a
+ +

= =
≤∑ ∑: 

לפי הנחת האינדוקציה, מתקיים  
1 1

n n

i
i

i
i

a a
= =

≤∑  . לכן, ולפי אי־שוויון המשולש,∑

  1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

n n n n n

i i i
i i i

i
n i n

i
n ia a a a a a a a

+ +

= = = = =
+ + +≤ ≤

 
 = + + + = 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

שלכל  .ב באינדוקציה  ,...,1נוכיח  na a   מתקיים אי־שליליים 
1 1

n n

i
i

i
i

a a
= =

≤∑ במהלך ∑  .

,0): לכל  4ביחידה    35ויון הבא (שהוכח בשאלה  ההוכחה נסתמך על האי־שו 0a b≥ ≥  ,

a b a b+ ≤ +. 

1nעבור    , לכן מתקיים שוויון, ובפרט מתקיים 1a, שני אגפי האי־שוויון שווים ל־ =

 האי־שוויון הנדרש.

עבור    מתקיימת  שהטענה  נניח  ויהיו  מסוי nכעת  1ם,  2 1, ,..., na a a ממשיים   + מספרים 

אי־שליליים. נוכיח שמתקיים 
1 1

1 1
i

n n

i
i i

a a
+ +

= =
≤∑ מתקיים : ∑ האינדוקציה,  הנחת  לפי 

1 1

n n

i
i

i
i

a a
= =

≤∑ a. לכן, ולפי האי־שוויון ∑ b a b+ ≤ +, 

  
1

1 1 1
1 1i i n i n

n n n

i i i
a a a a a

+

=
+

=
+

=

 
 ≤= + + 
 

∑ ∑ ∑ 

  
1

1

1

1

n n

i i
i n iaaa +

+

= =
≤ =+∑ ∑  
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 43תשובה 

0aנניח ש־ א. b> 0nש־ n, ונוכיח באינדוקציה על ≤ na b> ≥. 

1nעבור    1, האי־שוויון המבוקש הוא = 1 0a b> 0a, וזהו הנתון ≤ b> ≥. 

עבור    שמתקיים  0nם  מסויטבעי   nנניח  na b> בשיעור  ≤ שלמדנו  כפי  ניתן  4.   ,

האי־שליליים   האי־שוויונות  שני  את  נכפיל  בזה.  זה  אי־שליליים  אי־שוויונות  להכפיל 
n na b> ו־a b>  ונקבל  ,1 1n na b+ האי־שליליים  <+ האי־שוויונות  שני  את  נכפיל   .

0nb 0bו־ ≤ 1, ונקבל ≤ 0nb + 1. ביחד, נקבל:  ≤ 1 0n na b+ +> ≥. 
 

,0נניח ש־ ב. 0a b≥ nו־  ≤ na b=ונוכיח ש־ ,a b=. 

aאם   b>  ,אז לפי סעיף אn na b> .ולפי הנתון זה לא ייתכן , 

bאם   a>  ,אז לפי סעיף אn nb a> זה לא ייתכן. , ולפי הנתון 

aלכן תיתכן רק האפשרות ש־   b=.כפי שרצינו להוכיח , 
 

0aנניח ש־ ג. b> n, ונוכיח ש־≤ na b>. 

), מתקיים nלפי הגדרת השורש ה־  ) , 0n n na a a )וכן   =≤ ) , 0n n nb b b ≥=. 

nאם   na b=   אז( ) ( )n nn na a b b= =  , ולפי הנתון זה לא ייתכן. =

nאם   na b<  ,אז לפי סעיף א( ) ( )n nn na a b b= <  , ולפי הנתון זה לא ייתכן. =

nלכן תיתכן רק האפשרות ש־   na b>י שרצינו להוכיח., כפ 
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 6פתרונות לשאלות בשיעור 
 

 1תשובה 

 נתונה רשימת התלמידים:
 

 צבע עיניים שם משפחה  שם פרטי מס' סידורי 

 חום מוסקוביץ מרים 1

 ירוק כהן  רונן 2

 חום תורג'מן  מרים 3

 ירוק כהן  בתיה 4
 

שם הפרטי, כי יש שתי תלמידות בעלות השם הפרטי שם המשפחה אינו פונקציה של ה א.

ידי גוררת  לא  ידיעת השם הפרטי  לכן  ובעלות שמות משפחה שונים.  עה של שם  מרים 

 המשפחה.

ש ב. פונקציה  הוא  העיניים  עינייצבע  יש  מרים  הוא  הפרטי  למי ששמה  הפרטי:  ם  ל השם 

 יש עיניים ירוקות. האו בתי חומות; למי ששמו הפרטי הוא רונן

 נייצג קשר זה בדיאגרמה: 
 

 
 

 מיוצג בדיאגרמה הבאה:העיניים הוא פונקציה של שם המשפחה. הקשר  עצב ג.
 

 
 

העיניים. לדוגמה, לרונן ולבתיה יש צבע עיניים    ע המספר הסידורי אינו פונקציה של צב ד.

 זהה אך מספר סידורי שונה. 

פונקציה של המספר הסידורי: צבע העיניים הוא   ה.

צבע   של  ידיעה  גוררת  הסידורי  המספר  ידיעת 

 העיניים. הדיאגרמה המתאימה היא:
 

 

 48 השאלה בעמוד  

 

File #0005911 belongs to Rhys Golden Manasherov-  do not distribute

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 231       6פתרונות לשאלות בשיעור 

 2תשובה 

 הגדרנו: א.

 A   ,הבניינים קבוצת   =B   ,הדירות קבוצת  f:ו־=  A B→  התכונה ידי  על  מוגדרת 

aשלכל  A∈ ,( )f a  היא דירה בבנייןa  .זו אינה תקינה, כי אינה חד־משמעית . הגדרה 

)הוא בניין שיש בו יותר מדירה אחת, אז לא ניתן לקבוע בוודאות מהי  aאם  )f a. 

g:הגדרנו  ב. B A→  באופן הבא: לכלb B∈  ,( )g b   הוא הבניין שבו נמצאת הדירהb .

תקינה: כל דירה נמצאת בבניין אחד ויחיד, לכן ההגדרה היא חד־משמעית. כמו    הגדרה זו

bכן, לכל   B∈  מתקיים:g B A∈ כי ,A  .היא קבוצת הבניינים שברחוב 

f:הגדרנו  ג. →    הנוסחה )לפי  ) 3f a a= שלם  .− מספר  לכל  כי  תקינה,  זו  הגדרה 

a 3, ההפרש a−  .גם הוא מספר שלם, ומוגדר באופן חד־משמעי 

f:גדרנו  ה ד. →  הנוסחה    לפי( ) 2f a a=.    נציב אם  1aאך  נקבל  = בהגדרה, 

( ) 1 2f a 1-ו = 2 ∉   לכן הגדרת .f .אינה תקינה 
 

 3תשובה 

)3נתון:   ) 2f x x x=  . נציב בהגדרה זו:−

  

3

3

3

(1) 1 2 1 1 2 1

(2) 2 2 2 8 4 4

(3) 3 2 3 27 6 21

f

f

f

= − ⋅ = − = −

= − ⋅ = − =

= − ⋅ = − =

 

 
 4תשובה 

)הפונקציה   א. ) 1f x x= ממשי, כי פעולת החיבור מוגדרת בין כל  xעבור כל    מוגדרת +

 .שני מספרים ממשיים. לכן תחום ההגדרה שלה הוא 
 

)  הפונקציה  ב. )( ) 1 (2 1)f x x x= כל   − עבור  לא  xמוגדרת  שבביטוי  המכנה  שעבורו 

כלומר,   כל   fמתאפס.  עבור  0xהמקיים   xמוגדרת  1־ ו ≠ 2x ההגדרה ≠ תחום   .

}הוא  }\ 0, 1 2.  
)הפונקציה   ג. ) 1x xf x = − 1שעבורו מתקיים  xכל  למוגדרת  + 0x x− + ≥. 

   1x x≥ + ⇔ 

   0 ( 1)x x≥− − − ⇔ 
)ל־ xמשמעות אי־שוויון זה היא שהמרחק בין      .0ל־ xאינו עולה על המרחק בין   −(1

 

 
 

ש   לכך  שקול  זה  הנקודה    נמצא x־ דבר  על  הממשיים  המספרים  ציר  פני  1על  או  −2

 משמאל לה.

1 לכן:   
2

x⇔ ≤ − 

)תחום ההגדרה הוא    , 1 2]−∞ −. 
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 5תשובה 

:נתונה ההגדרה:   א. [6,8] [0,1]f → ,( ) ( 6) 2f x x= −. 

x[6,8]לכל    ∈ ,( )f x .(אין בעיה בביצוע הפעולות שבהגדרה) מוגדר 

6 כמו כן, מתקיים לפי ההנחה:   8x≤ ≤ 

0 מכל האגפים: 6נפחית     6 2x≤ − ≤⇒ 

60 : 2־נחלק ב   1 ( ) [0,1]
2

x f x−≤ ≤ ⇒ ∈⇒ 

x[6,8]לכל    )מתקיים אפוא  ∋ ) [0,1]f x  מוגדרת היטב. f, לכן  ∋
 

:נתונה ההגדרה:   ב. (0,1) (1,8)f → ,( ) 8 1f x x= +. 

0.9xנתבונן, למשל, במספר      . לפי ההגדרה מתקיים:=

    ( ) 8 1 8 0.9 1 8.2f x x= + = ⋅ + = 
)  לכן   ) [1,8]f x x(0,1), למרות ש־∌  לא מוגדרת היטב. f. לכן  ∋
 

:,נתונה ההגדרה:   ג. ( 1]f → −∞ ,2( ) 1f x x= −. 

  ( )f x  מוגדר לכלx ∈  2, וכמו כן מתקיים 0x 21ולכן   ≤ 1x−  , כלומר ≥

    2( ) 1 ( ,1]f x x= − ∈ −∞ 

  מוגדרת היטב. fלכן    
:]נתונה ההגדרה:   ד. 0, )f → ∞ ,2( 1) 2f x xx −= +. 

  ( )f x  מוגדר לכלx ∈  וכן מתקיים לכל ,x: 

    2 2( ) 2 1 ( 1) 0f x x x x= − + = − ≥ 
xלכן לכל     ∈   מתקיים( ) [0, )f x ∈  מוגדרת היטב.  fומכאן ש־  ∞
 

 6תשובה 
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 7תשובה 

)נתונה הפונקציה  ) ( 1) 2f x x= +.  
 נחשב את ערכיה בנקודות המבוקשות: 

  1
2

1
2

0 1 1 1 1(0) ; (1) 1
2 2 2

2 1 3 1(2) 1 ; (3) 2
2 2

4 1 5 1(4) 2 ; (5) 3
2 2

f f

f f

f f

+ += = = =

+ += = = =

+ += = = =

 

 מכאן מתקבלות הנקודות על הגרף:

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

10, , 1,1 , 2,1 , 3, 2 , 4,2 , 5,3
2

 
 
 

 

 נתווה נקודות אלה במישור הקרטזי:
 

 
 

 כל הנקודות נמצאות על ישר אחד, לכן ניתן לשער שגרף הפונקציה כולו הוא קו ישר.

 
 8תשובה 

 נתבונן באיור: 

 
 

 מאיור זה ניתן לראות כי: 

  ( 1) 2, (0) 1.5, (1) 2, (2) 0, (3) 3f f f f f− = = = = = 

 57 השאלה בעמוד  
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 9תשובה 

 נתבונן בגרף: 

 

 
 

 שקלים.  200מחירו ההתחלתי של המוצר היה  א.

 שקלים.  300בשנתיים הראשונות מחיר המוצר עלה בהדרגה עד ל־  ב.

ל־  ג. עד  יותר)  מהיר  בקצב  (אך  בהדרגה  ירד  המוצר  מחיר  השלישית  השנה   100במהלך 

 שקלים.
 בשנה הרביעית והחמישית מחיר המוצר היה יציב ולא חלו בו שינויים.  ד.
 שקלים. 300המחיר הגבוה ביותר היה בתום השנתיים הראשונות:  ה.

 
 10תשובה 

הפונקציה  )נתונה  ) 2 1.5f x x= את− לשרטט  ונרצה  בקטע    ,  שלה  ]הגרף  2, נחשב  −[2  .

 את ערכי הפונקציה בנקודות הקצה: 

  
( 2) 2 1.5 ( 2) 2 3 5
(2) 2 1.5 2 2 3 1

f
f
− = − ⋅ − = + =

= − ⋅ = − = −
 

שהנקודות  נקבל  )מכאן  ,2)ו־ −(2,5 מאחר   −(1 הפונקציה.  גרף  על  הוא שנמצאות  הגרף 

 קטע מקו ישר, לא נותר אלא לחבר את שתי הנקודות בקו ישר:

 

 
 

 58 השאלה בעמוד  
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 11תשובה 

)נחפש פונקציה לינארית  א. )f x ax b= 3aעם  + (10), המקיימת = 2f =. 

0 הנוסחה לפי  0( ) ( ) ( )f x f x a x x= + ⋅ − 

0נקבל (בהצבה   10x = :( 

  ( ) (10) 3 ( 10) 2 3 30 3 28f x f x x x= + ⋅ − = + − = − 

2aכנ"ל עם   fכעת נחפש פונקציה  ב. = − ,( 1) 3f − =. 

0נקבל (בהצבה  לפי אותה נוסחה  1x = −:( 
  ( )( ) ( 1) ( 2) ( 1) 3 2( 1) 1 2f x f x x x= − + − ⋅ − − = − + = − 

 
 12תשובה 

)עלינו למצוא פונקציה לינארית  )f x ax b= (1)המקיימת:  + 5, (3) 11f f= =. 

1נציב בנוסחת השיפוע  21, 3x x= = : 

  2 1

2 1

( ) ( ) (3) (1) 11 5 3
3 1 2

f x f x f fa
x x

− − −= = = =
− −

 

 כעת ניעזר בנוסחה לפונקציה לינארית על פי ערך בנקודה מסוימת ושיפוע: 

  0 0( ) ( ) ( )f x f x a x x= + − 

0 הוסחנציב בנ 1x 0(אפשר גם להציב  = 3x  :ולקבל תוצאה סופית זהה) =

  ( ) (3) ( 3) 11 3( 3) 3 2f x f a x x x= + − = + − = + 

 
 13תשובה 

)נתונה הפונקציה  ) 2 3f x x= +. 

)היא  yנקודת המפגש של גרף הפונקציה עם ציר ה־ )0, (0)f (0,3), כלומר. 

), נפתור את המשוואה xאת נקודת המפגש עם ציר ה־ כדי למצוא ) 0f x =: 

  3( ) 0 2 3 0 2 3 1.5
2

f x x x x= ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = − = − 

)היא  xנקודת המפגש עם ציר ה־ 1.5, 0)−. 
 

 14תשובה 

)2נתונה הפונקציה  א. ) 6 5f x x x= − +. 

)היא  yנקודת המפגש של גרף הפונקציה עם ציר ה־  )0, (0)f (0,5), כלומר. 

), נפתור את המשוואה xכדי למצוא את נקודת המפגש עם ציר ה־  ) 0f x =: 

  2 6 5 0x x− + = 

  6 36 20 6 4
2 2

± − ±⇔ = 

1פתרונות המשוואה הם   21 , 5x x= =. 

,1)הן  xלכן נקודות המפגש של גרף הפונקציה עם ציר ה־  ,5)ו־ (0 0). 

 62 השאלה בעמוד  
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2yהפרבולה  קודקודשל  x־כפי שהוכחנו, שיעור  ax bx c= + 2)הוא  + )b a−. 

6לכן עבור הפרבולה הנתונה הערך הזה הוא   2 3=. 

3x, נציב  קודקודשל ה yלמצוא את שיעור־ כדי   בפונקציה: =

  2(3) 3 6 3 5 4f = − ⋅ + = − 

,3)הפרבולה הוא  קודקוד  4)−. 

 לפי הנקודות שמצאנו, נתווה את גרף הפונקציה: 

 

 
 

)2נתונה הפונקציה  ב. ) 3 5f x x x= + +. 

)היא  yנקודת המפגש עם ציר ה־  )0, (0) (0,5)f =. 

)נמצא את פתרונות המשוואה   ) 0f x =: 

  9 20 11 0D = − = − < 

)לכן למשוואה    ) 0f x )אין פתרונות, ומכאן שגרף הפונקציה  = )f x  לא נפגש עם ציר

 .xה־

3הפרבולה הוא (לפי הנוסחה שצוינה לעיל)  קודקודשל  xשיעור־  2−. 

 נציב את הערך הזה בפונקציה: 

  

2

3
4

3 3 3 9 9 9 18 203 5 5
2 2 2 4 2 4

11 2
4

f − +     − = − + − + = − + =     
     

= =

 

)לה הוא הנקודה  רבוהפ קודקוד  )31
2 41 , 2−. 
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 : נראה כך גרף הפונקציה  
 

 
 

)2נתונה הפונקציה  ג. ) 6 9f x x x= − −. 

 נציג אותה בצורה המקובלת של פונקציה ריבועית: 

  2( ) ( 1) 6 ( 9) ( 1, 6, 9)f x x x a b c= − ⋅ + ⋅ + − = − = = − 

) היא yנקודת המפגש עם ציר ה־  )0, (0) (0, 9)f = − 

)נפתור את המשוואה   ) 0f x =: 2 6 9 0x x− + − = 

  2 6 9 0x x⇔ − + = 

  6 36 36 6 0
2 2

x ± − ±⇔ = = 

)למשוואה  ) 0f x 3xיש פתרון יחיד והוא   = =. 

. נקודה זו היא גם x :(3,0)ש אחת ויחידה עם ציר ה־לכן לגרף הפונקציה יש נקודת מפג

6הוא  קודקודשל ה xהפרבולה, שכן שיעור־  קודקוד 2 3=. 

 .−1הוא  2xנשים לב שהפרבולה היא שלילית, כי המקדם של 

 גרף הפונקציה נראה כך: 

   
 

 ניתן להציג את הפונקציה גם כך: הערה:

  ( )2 2( ) 6 9 ( 3)f x x x x= − − + = − − 
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 15תשובה 

 נתונה הפונקציה
2 0 2

( )
1 2 4

x x x
f x

x x

 − ≤ ≤= 
− < ≤

 

 
,0] הואתחום ההגדרה  א. 2] (2,4] [0,4]∪ =. 

 

(1)2   ב. 1 1 0f = − = 

   

2(2) 2 2 2
(3) 3 1 2
(4) 4 1 3

f
f
f

= − =

= − =

= − =

 

הפונקציות    f  ההפונקצי ג. של  כהדבקה  2מוגדרת 
1( ) xf x x ,0](בקטע   =− 2] (

2ו־ ( ) 1f x x= ,2)(בקטע   − 4] .( 

 1f   ;פרבולה הוא  הישר)  כל  פני  (על  שלה  הגרף  ולכן  ריבועית,  פונקציה  היא  2fהיא 

קודמות,   לשאלות  בדומה  ישר.  קו  הוא  הגרף שלה  ולכן  לינארית,  את  פונקציה  נשרטט 

לגבי  אלה:  פונקציות  של  החיתוך   1fהגרפים  נקודות  ואת  הפרבולה  קודקוד  את  נמצא 

נתווה שתי נקודות על הגרף ונעביר קו ישר ביניהן. הגרפים  2fלגבי    שלה עם הצירים;

 המתקבלים הם:
 

 
 

1מתקבל כהדבקה של הגרפים של   fהגרף של   2,f f : 
 

  

 70 השאלה בעמוד  
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 16תשובה 

 נתון הגרף:

 
 

0ר  עבו 2x≤ לינארית   ≥ פונקציה  עם  מתלכדת  (0)1המקיימת   1fהפונקציה  3f = 

(2)1ו־ 1f  . שיפוע הפונקציה הוא=

  1 1(2) (0) 1 3 1
2 0 2

f f− −= = −
−

 

 בנוסחה לפונקציה לינארית לפי ערך בנקודה ושיפוע:  ניעזר

  1 1( ) (0) ( 1) ( 0) 3f x f x x= + − ⋅ − = − 

2עבור  3x≤ לינארית  ≥ פונקציה  עם  מתלכדת  2המקיימת   2fהפונקציה  (2) 1f = ,

2 (3) 5f  . שיפוע הפונקציה הוא =

  2 2(3) (2) 5 1 4
3 2 1

f f− −= =
−

 

2 יא והפונקציה ה 2( ) (2) 4(x 2)f x f= + − 

   1 4( 2) 4 7= + − = −x x 
 

3  עבור 4x≤ 3הפונקציה מתלכדת עם הפונקציה הקבועה  > ( ) 5f x = . 

4  עבור 6x≤ 4הפונקציה מתלכדת עם הפונקציה הקבועה  ≥ ( ) 4f x =. 

 לכן הגדרת הפונקציה שבגרף היא:

  

3 0 2
4 7 2 3( ) 5 3 4
4 4 6

x x
x xf x x

x

− ≤ ≤
 − < ≤=  < < ≤ ≤

 

 
 17תשובה 

0.1 א. 0=    0(כי 0.1 1≤ <.( 

11.23 ב.  11=    211(כי 11.23 1<≤.( 

12 ג.  5 2.4 2= =        2(כי 32.4≤ <.( 

1.3 .ד 2− = −    12(כי 1.3≤ − < −−.(  

1.3 ה. 1.3 1.3 1.3 1 0.3= − = − =    

1.3 ו.  ( 1.3) 1.3 ( 1.3) ( 2) 0.7− = − − = − − − =   
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 18תשובה 

)הפונקציה  נתונה )f x x x= ⋅  . 

0לכל  1x≤ 0xמתקיים  > =    ולכן ,( ) 0f x =. 

1לכל  2x≤ 1xמתקיים  > =    ולכן ,( )f x x=. 
2לכל  3x≤ 2xמתקיים  > =    ולכן ,( ) 2f x x=. 
3x  עבור 3xמתקיים  = =    ולכן ,( ) 9f x =. 

 לבטא את הפונקציה כהדבקהלכן נוכל 

  

0 0 1
1 2( ) 2 2 3

9 3

x
x xf x x x

x

≤ <
 ≤ <=  ≤ < =

 

 ובהתאם, גרף הפונקציה נראה כך: 
 

 
 

 19תשובה 

)הפונקציה  א. ) 3 2f x x=  היא חח"ע. נוכיח זאת:  +

1הם מספרים ממשיים המקיימים   2xו־ 1xאם   2( ) ( )f x f x= 

1  אז  23 2 3 2x x+ = + 

1 משני האגפים: 2נחסר    23 3x x=⇒ 
1 : 3ב־נחלק   2x x=⇒ 

1הוכחנו את הגרירה   2 1 2( ) ( )f x f x x x= ⇒  חח"ע. f, לכן  =
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) נתונה הפונקציה ב.  ) 1f x x=.  תחום ההגדרה שלf  הוא{ }\ 0. 

)בתחום ההגדרה מתקיים:  xנשים לב שלכל   ) 0f x ≠. 

מתקיים   היה  אילו  1ואכן,  0x ב־= האגפים  שני  הכפלת   ,x   נותנת 1הייתה  וזו =0  ,

 סתירה.

 ומקיימים:  fנמצאים בתחום ההגדרה של  2xו־ 1xכעת נניח ש־ 

   1 2( ) ( )f x f x= 

 נקבל 
1 2

1 1
x x

= 

 חלקי" לשוויון זה.  1לכן ניתן לבצע "  .0לפי מה שהוכחנו, שני אגפי השוויון שונים מ־  

 נקבל: 
1 2

1 11 : 1 :
x x

= 

   1 2x x=⇒ 

 חח"ע.  fלכן   
 

) הפונקציה  ג. )f x x=  :אינה חח"ע כי מתקיים, למשל 

  ( 1) 1 1 1 (1)f f− = − = = = 
 

f:הפונקציה   ד. →  על ידי   המוגדרת( ) 2f n n=    :אינה חח"ע, כי למשל 

  
(0) 0 0

(1) 1 2 0

f

f

= =  

= =  
 

(0)ולכן     (1)f f=. 
 

זה,   היא A ה. בספר  המילים  בעברית,היא   Bקבוצת  האותיות  f:ו־  קבוצת  A B→ 

)מוגדרת על ידי   )f a   האות הראשונה במילה =a. 

 f  ,נ אינה חח"ע: לדוגמה) ('נוכיח'= (f= 'נתבונן'(f 
 

) כעת הפונקציה היא: ו. )f a  המילה =a .בהיפוך סדר האותיות  f  ניתן כי  חח"ע,  היא 

 בהינתן היפוכה. כל שיש לעשות הוא להפוך שוב.  aלשחזר את המילה 

ש  נתון  אם  )'היצקנופ' ־למשל,  )f a את  = נקרא   ,a   ונמצא להתחלה   מהסוף 

aש־'פונקציה' =. 
 

 20תשובה 

ממשית  א. פונקציה  אם fבהינתן  לבדוק  כדי   ,f  של ערך  כל  אם  לבדוק  יש  חח"ע,  היא 

בעלות   הפונקציה  גרף  על  נקודות  שתי  אין  כלומר  בלבד,  אחת  פעם  מתקבל  הפונקציה 

ושיעור־ xשיעורי־ ה־   זהה. yשונים  לציר  מקביל  ישר  שכל  לכך  זה שקול  פוגש  xדבר 

 את גרף הפונקציה לכל היותר פעם אחת. 
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)2הפונקציה   עבור ב. )f x x=  1ניתן לראות שהישרy ב = שתי פוגש את גרף הפונקציה 

 נקודות: 
 

 
 לכן הפונקציה אינה חח"ע.  

 
 21תשובה 

)2נתונה הפונקציה  ) 4 3f x x x= +  רף הפונקציה הוא פרבולה.ג .+

4 הפרבולה נתונים על ידי:  קודקודשיעורי  2
2

x = − = − 

   ( 2) 1y f= − = − 
 גרף הפונקציה נראה כך: 

 

 
 

, פוגש 1בנקודה  yהפוגש את ציר ה־ x. למשל, הישר המקביל לציר ה־חח"עאינה   f א.

 את גרף הפונקציה בשתי נקודות.
 

 78 השאלה בעמוד  

 

   מספיק זו  שאלה  פתרון  לצורך 
ואין  הפרבולה  קודקוד  את  למצוא 
נקודות  את  במדויק  למצוא  הכרח 
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] ב. 1, )f − אופחח"עהיא   ∞ ישר  כל  פוגש  הרלוונטי  הגרף  חלק  כי  לכל ק,  אחת  בנקודה  י 

 היותר:

 

) ג. , 1)−∞ −f  :אינה חח"ע. חלק הגרף הרלוונטי נראה כך 
 

 
 

ה־  לציר  המקביל  הישר  ה־ xלדוגמה,  ציר  את  1בנקודה  yהפוגש  פוגש−2 גר  ,  ף את 

 הפונקציה בשתי נקודות.

 
 22תשובה 

f: נתונה הפונקציה א. → , ( ) 2 1f x x= +. 

1בהינתן   2,x x ∈   1, המקיימים 2( ) ( )f x f x=  1, נקבל 22 1 2 1x x+ = + . 

1ונקבל  1נחסר    22 2x x=1 ונקבל  2, נחלק ב־ 2x x=.   לכןf  .חח"ע 

bהיא על. יהי   fכעת נוכיח ש־   ∈  ונתבונן במשוואה ,( )f a b=: 

   2 1a b+ = ⇔ 

   1
2

ba −= ⇔ 

 היא על.  fקיבלנו שלמשוואה זו יש תמיד פתרון. לכן   
 

:נתונה הפונקציה  ב. [0, ) [0, )f ∞ → ∞, ( ) 1f x x= +. 

  נוודא שהפונקציה מוגדרת היטב:  

0xבתחום הפונקציה מתקיים  xלכל   1, לכן  ≤ 1x + 1ובפרט   ≤ 0x + ≥.  

)מתקיים ש וידאנו  ) [0, )f x ∈ ), כלומר ש־∞ )f x הפונקציה שייך לטווח. 

  מוגדרת היטב. f,  לכן 

 80 השאלה בעמוד  
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  חח"ע: fנוכיח ש־ 

1אם   2, [0, )x x ∈ 1מקיימים   ∞ 2( ) ( )f x f x= 1, אז 21 1x x+ = 1, לכן  + 2x x= . 

 חח"ע.  fלכן,  

 f   שייך לטווח הפונקציה, אך לא קיים  0אינה על, כי המספרa  בתחום הפונקציה כך

)ש־ ) 0f a )בתחום הפונקציה מתקיים  a, כי לפי מה שהוכחנו לעיל, לכל = ) 1f a ≥. 
 

f: נתונה הפונקציה ג. → , ( )f x x=   . 

1הפונקציה אינה חח"ע, כי למשל,   1.1 1= =        (1), ולכן (1.1)f f=. 

0.5bהפונקציה אינה על, כי, למשל, המספר     aשייך לטווח הפונקציה, אך לא קיים   =

)ממשי כך ש־  )f a b= כי ,( )f a  הוא מספר שלם לכלa ממשי, ו־b ם.אינו מספר של 
 

f: נתונה הפונקציה ד. → , { 0
0( ) 1

x xf x x x= − ≥
< 

 נתבונן בגרף הפונקציה: 
 

 
 

 ניתן להוכיח זאת במדויק כך:   אינה חח"ע. fמהגרף ניתן לראות ש־  

 (0) ( 1) 1f f= − =  ה חח"ע. אינ fולכן   −

היא על: כל ישר אופקי פוגש את גרף הפונקציה. ניתן  fמגרף הפונקציה ניתן לראות ש־  

0bממשי, אם  bלהוכיח זאת במדויק כך: לכל   )אז   > )b f b= 0, ואםb   בוודאי   אז ≤

1 0b + )ולכן   ≤ 1) ( 1) 1f b b b+ = + − ערך של הפונקציה  bבכל מקרה    ןלכ .= הוא 

f. 

 
 23תשובה 

f:א שהפונקציה 22ראינו בשאלה  א. →  ,( ) 2 1f x x= תמונתה  + לכן  על.  היא 

Imהיא קבוצת המספרים הממשיים כולה:  f = . 
 

)2 נתונה הפונקציה ב.  ) 3 1f x x x= − ששיעורי + חיובית,  פרבולה  הוא  הפונקציה  גרף   .

 ה הם:קודקוד

   2

3
2

3 3 3 53 1
2 2 2 4

x

y f

=

   = = − ⋅ + = −   
   
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 נתבונן בגרף הפונקציה: 
 

 
 

}הוא הקבוצה  yהיטל הגרף על ציר ה־  }5 4b b ≥ ], כלומר הקטע  − 5 4, )− ∞. 

Imלכן    [ 5 4, )f = − ∞. 

אם  fהוא בתמונת הפונקציה  bניתן להוכיח זאת ללא שימוש בגרף כך: מספר ממשי  

 ורק אם קיים פתרון למשוואה 

   2 3 1x x b− + = 
2 משוואה זו היא משוואה ריבועית:   3 (1 ) 0x x b− + − = ⇔ 

 את הדיסקרימיננטה של משוואה זו: נחשב 
   23 4 (1 ) 9 4 4 5 4D b b b= − ⋅ − = − + = + 

0Dתרון אם ורק אם פ ישמשוואה ל   , מה ששקול לאי־שוויון: ≤
   5 4 0b+ ≥ 

   54 5
4

b b≥ − ⇔ ≥ − ⇔ 

Imbלכן    f∈  5אם ורק אם 4b ≥ Im, כלומר − [ 5 4, )f = − ∞. 
 

)1 נתונה הפונקציה  ג. ) 1f x
x

= +  

}תחום ההגדרה של הפונקציה הוא   }\ 0. 

1ב) 19כפי שראינו בתשובה ממשי מתקיים ( xלכל   0x ≠. 

1מכאן נובע ש־   1 1x + 1ילו היה מתקיים  , כי א≠ 1 1x + 1בע ש־ו, אז היה נ = 0x = ,

 בסתירה למה שהוכחנו בעבר. 

1bמספר ממשי, ונניח ש־  bכעת יהי   ≠. 

) נתבונן במשוואה  )f a b= 

   1 1 11 1
1

b b a
a a b
+ = ⇔ = − ⇔ =

−
 ⇔ 

 .fשייך לתמונת הפונקציה  bשלמשוואה זו יש פתרון, לכן   ראינו 

)לסיכום, הוכחנו ש־  ) 1f x 1b, ושכל  xלכל  ≠  . לכן fהוא ערך של הפונקציה  ≠
   { } { }Im 1 \ 1f x x= ≠ =  
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: נתונה הפונקציה ד. [0, )f ∞ →  ,( ) 1f x x= +. 

,0]לכל   )x ∈ 0xמתקיים  ∞ )  ולכן ,≤ ) 1 1f x x= + ≥. 
1bיהי  כעת  ). ניתן להציג: ≤ 1) 1b b= − +. 

1bהמספר    1מקיים:   − 0b − כלומר  ≤  ,1b של   − ההגדרה  לתחום  לכן  fשייך   ,

( 1)b f b= −. 

ערכי   שכל  לקטע   fראינו  ,1]שייכים  בקטע  ∞( מספר  ושכל   ,[1, של  ∞( ערך  . fהוא 

Imלכן   [1, )f = ∞. 
 

)נתונה הפונקציה  ה. )f x x=     ערכי כל  ההגדרה,  לפי  השלם).  החלק  הם  f(פונקציית 

n, כי לכל  fם הוא ערך של  ל מספרים שלמים. בכיוון ההפוך, כל מספר ש ∈   מתקיים 

( )n n f n= =  .   לכןIm f = . 
 

:נתונה  ו.  [0, )f ∞ →  ,( )f x x= −.  

0xמתקיים   fבתחום ההגדרה של  xלכל   −0x, ולכן  ≤ ≤. 

0bלכל   )נוכל לבטא  ≥ )b b= − −0bומתקיים  − . fבתחום ההגדרה של  −b, לכן  ≤

)מכאן ש־ )b f b= −. 

)ם בקטע  נמצאי fהוכחנו שכל ערכי   זה הוא ערך של  ∞−[0, . f, ושכל מספר בקטע 

Imלכן   ( ,0]f = −∞. 

 
 24תשובה 

f:נתונה פונקציית הערך המוחלט:  →  ,( )f x x=. 

)ממשי מתקיים   xלכל  ) 0f x ≥. 

0bלכל  bמתקיים  ≤ b= ולכן  ( )b f b=.   לכןIm [0, )f = ∞. 

:אם נגדיר מראש  [0, )f → ∞ ,( )f x x= זו היא על., נקבל שפונקציה 

 
 25תשובה 

 .0  פונקציה אי־זוגית המוגדרת בנקודה f תהי

) מתקיים fבתחום ההגדרה של  xלפי הנתון, לכל  ) ( )f x f x− = − 
0xבפרט, עבור   (0) , מתקבל: = (0)f f= − 

2 נעביר אגפים:  (0) 0 (0) 0f f= ⇒ =⇒ 

(0)הוכחנו ש־ 0f  , כנדרש.=

 
 26תשובה 

 פונקציה לינארית עם שיפוע חיובי, כלומר: fנניח ש־

  ( ) , 0f x ax b a= + > 
1יהיו   2,x x  1מספרים ממשיים המקיימים 2x x<. 

0aשוויון נשמר כי ־(כיוון האי aנכפיל ב־ > :( 1 2ax ax⇒ < 

1 לשני האגפים: bנוסיף  2ax b ax b⇒ + < + 
1קיבלנו ש־  2( ) ( )f x f x<  לכן .f .עולה 

 82 השאלה בעמוד  
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 , שלילי. aכעת נניח שהשיפוע,  

1 כמקודם:  ,נניח 2x x< 

1 שלילי): aשוויון מתהפך כי ־(כיוון האי aנכפיל ב־ 2ax ax⇒ > 

1 לשני האגפים: bנוסיף  2ax b ax b⇒ + > + 
1קיבלנו ש־  2( ) ( )f x f x> .כך הוכחנו ש־בf .יורדת 

 
 27תשובה 

)נתבונן בפונקציה  א. )f x x=.  תחום ההגדרה שלf  0]הוא, )∞. 

ש  להוכיח  ש־    f־כדי  נניח  1עולה,  2, [0, )x x ∈ כלומר  ∞  ,1 0x 2ו־  ≤ 0x ≥ ,

1וש־ 2x x<1, ונוכיח ש־ 2( ) ( )f x f x<: 

בשאלה    שראינו  ש־ 5בשיעור    43כפי  מכך   ,1 20 x x≤ ש־ > נובע   ,1 2x x< ,

 עולה. fלכן   כנדרש.
 

)כעת תהי   ב. )f x x=  יורדת:  f. נוכיח ש־−

,0]הוא  fתחום ההגדרה של   )∞. 

1נניח ש־  2, [0, )x x ∈ 1וש־ ∞ 2x x<. 

1ממה שהוכחנו בסעיף א נובע ש־  2x x<  (על פי תכונת היפוך האי־שוויון) לכן .

1 2x x− > 1, כלומר − 2( ) ( )f x f x>.   לכןf  .יורדת 

 
 28תשובה 

ש־  א. 1וש־   עולה fנתון  2,x x   של ההגדרה  אם  fבתחום   .1 2x x<  הגדרת לפי  אז   ,

1פונקציה עולה,  2( ) ( )f x f x<. 

1נניח שמתקיים בכיוון ההפוך,   2( ) ( )f x f x< 1ונוכיח ש־ 2x x<  : 

1אם   2x x=  1, אז 2( ) ( )f x f x= .בסתירה להנחה , 

1אם   2x x>אז (מכיוון ש־ ,f  (1עולה 2( ) ( )f x f x> .שוב בסתירה להנחה , 

1לכן תיתכן רק האפשרות ש־   2x x<.כפי שרצינו להוכיח , 
 

 ההוכחה כמעט זהה: ב.

ש־   1וש־יורדת   fנתון  2x x<  של ההגדרה  אם  fבתחום   .1 2x x<  הגדרת לפי  אז   ,

1פונקציה יורדת,  2( ) ( )f x f x>. 

1נניח שמתקיים , בכיוון ההפוך  2( ) ( )f x f x> 1ונוכיח ש־ 2x x<  : 

1אם   2x x=  אז  ,1 2( ) ( )f x f x= אם להנחה.  בסתירה   ,1 2x x> ש־ (מכיוון  אז   ,f 

1יורדת)   2( ) ( )f x f x<רק האפש לכן תיתכן  להנחה.  בסתירה  ש־ , שוב  1רות  2x x< ,

 כפי שרצינו להוכיח. 
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 29תשובה 

)3 תהי )f x x=.  
,0]עולה בקטע   f: הפונקציה 1טענה  )∞.  
1: נניח ש־הוכחה  20 x x≤ 3,  5בשיעור    43. לפי שאלה  > 3

1 2x x< 1, כלומר 2( ) ( )f x f x< ,

 כנדרש. 
 

)עולה בקטע   f: הפונקציה 2טענה  ,0]−∞.  
1: נניח ש־הוכחה  2 0x x< ≤ . 

1 מכאן נקבל:  2 0x x− > − ≥ 

1  : 1לפי טענה  2( ) ( )f x f x− > − 

1 זוגית, לכן: ־אי fהפונקציה  1 2 2( ) ( ) , ( ) ( )f x f x f x f x− = − − = − 

1 מכאן נובע:  2( ) ( )− > −f x f x 

1 (לפי תכונת היפוך האי־שוויון),  ולכן 2( ) ( )f x f x< 
 כנדרש. 

 

  ל הישר.עולה בכ f: הפונקציה 3טענה 
1: נניח ש־הוכחה  2,x x   1הם מספרים ממשיים כלשהם המקיימים 2x x<. 

 אפשרויות:  3תיתכנה 

1 (א)  20 x x≤ < 

1 (ב) 20x x< ≤ 

1 (ג) 2 0x x< ≤ 
 

1מתקיים  באפשרות א 2, [0, )x x ∈ 1, 1, ולכן לפי טענה ∞ 2( ) ( )f x f x<. 

ב 3מתקיים   באפשרות 
1 1( ) 0f x x= < )3

1x  מספרים של  אי־זוגי  מספר  של  מכפלה  הוא 

וכ 3ן  שליליים) 
2 2( ) 0f x x= ≥  )3

2x מס של  מכפלה  ולכן הוא  אי־שליליים)    פרים 

1 2( ) 0 ( )f x f x< 1, כלומר ≥ 2( ) ( )f x f x<. 

1מתקיים   באפשרות ג 2, ( ,0]x x ∈ 1,  2, ולכן לפי טענה ∞− 2( ) ( )f x f x<. 

1כל מקרה,  ב לכן  2( ) ( )f x f x< ומכאן ש־ ,f .עולה 

 
 30תשובה 

)זוגי, ותהי   nנניח ש־ א. ) nf x x=. 

1אם   20 x x≤ 1, 5בשיעור  43, אז לפי שאלה > 2
n nx x<.   לכןf   0]עולה בקטע, )∞. 

1אם   2 0x x< 1, אז  ≥ 2 0x x− > − 1, ולפי מה שזה עתה הוכחנו,  ≤ 2( ) ( )f x f x− > − .

f 1זוגית ולכן   היא פונקציה 2( ) ( )f x f x>.   לכןf   יורדת בקטע( ,0]−∞. 
 

)אי־זוגי, ותהי  nנניח ש־ ב. ) nf x x=. 

ש־  :29פונקציה עולה זהה להוכחה בתשובה  fההוכחה ש־  מוכיחים  עולה  fתחילה 

,0]ב־ )עולה ב־ f); אחר כך מוכיחים ש־5בשיעור    43פי שאלה  ל( ∞( (בהסתמך   ∞−[0,

ש־ כך  ב־ fעל  ,0]עולה  ש־ ∞( כך  ש־  fועל  מוכיחים  לבסוף  אי־זוגית);   fפונקציה 

,0]עולה בכל הישר, בהסתמך על עלייתה בשני הקטעים  )ו־ ∞( ,0]−∞. 

 87 השאלה בעמוד  
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 31תשובה 

)תהי  ) 1f x x=. 

 : פונקציה אי־זוגית fש־ נוכיח א.

0x, כלומר fחום ההגדרה של תשייך ל  xנניח ש־   . אז ≠

  1 1( ) ( )f x f x
x x

− = = − = −
−

 

 כנדרש.  
 

,0)בקטע  ורדת י fש־ נוכיח ב. )∞ : 

1אם   20 x x< 1שוויון החיובי ־חלקי" לאי 1לבצע "  , אז נוכל> 2x x<:נקבל . 

   
1 2

1 1
x x

> 

1כלומר,   2( ) ( )f x f x>  לכן .f  .יורדת בקטע זה 
 

)יורדת בקטע   fנוכיח ש־  ,0)−∞ : 

1אם    2 0x x< אז  >  ,1 2 0x x− > − שהוכחנו,  < מה  לפי  ולכן,   ,1 2( ) ( )f x f x− > − .

ש־  נקבל:   fמכיוון  אי־זוגית,  1פונקציה  2( ) ( )f x f x− < 1ולכן   − 2( ) ( )f x f x> ,

 כנדרש. 
 

\הוא  f תחום ההגדרה של ג. {0}. 

1נתבונן במספרים   21, 1x x= −  ערכי הפונקציה בהם הם: . =

  1 2
1 1( ) 1; ( ) 1
1 1

f x f x= = − = =
−

 

1לכן    2( ) ( )f x f x< אבל  .1 2x x< אילו ולכן   ,f  היה הגדרתה,  בתחום  יורדת  הייתה 

1נובע ש־ 2( ) ( )f x f x>  לכן .f .לא יורדת בכל תחום הגדרתה 
 

תמוהה: הערה   להיראות  עשויה  זו  תופעה   :

f  ב־ )יורדת  ב־ ∞−(0, גם  ,0)ויורדת  )∞ ,

עיון   הקטעים.  שני  באיחוד  יורדת  לא  אך 

בגרף הפונקציה נותן לכך הסבר: הפונקציה 

בנקודה  מוגדרת  0xלא  ה־= ציר  לכן   .y 

ערכי   שבו  השמאלי  הגרף  חלק  בין  מפריד 

שבו   הימני  הגרף  לחלק  שליליים  הפונקציה 

 ערכי הפונקציה חיוביים. 
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 32תשובה 

)נתונה הפונקציה  )2( )f x x=. 

x: 1בשיעור הוכחנו שמתקיים לכל  1x x x− = = + 

2 נעלה בריבוע:  2 21 1x x x⇒ − = = + 

  ( 1) ( ) ( 1)f x f x f x⇒ − = = + 

 מחזורית.  fלכן  

0לכל  1x≤ xמתקיים  > x=  2, ולכן 2( )f x x x= =. 

הפונקציה   מגרף  לפיכך,  מתקבל,  הפונקציה  )2גרף  )g x x=   הדבקה   (0,1]בקטע ידי  על 

 חוזרת ונשנית: 
 

 
 

 33תשובה 

1נתונות הפונקציות  2( ) , ( )
2 3

x xf x g x
x x
+ += =
+ +

 
 

}הוא  fתחום ההגדרה של  }2x x ≠ }הוא  gתחום ההגדרה של  , ו− }3x x ≠ −. 

fלכן תחום ההגדרה של  g+ ,f g− ,f g⋅  הוא אוסף הנקודות המשותפות לשני תחומי

 ההגדרה, כלומר:

  { } { }2, 3 \ 2, 3≠ − ≠ − = − −x x x 

 כעת נמצא את הביטויים לפונקציות אלה.

 

1   א. 2( )( ) ( ) ( )
2 3

x xf g x f x g x
x x
+ ++ = + = +
+ +

 

   

2

2 2 2

2 2

( 1)( 3) ( 2)
( 2)( 3)

4 3 4 4 2 8 7
5 6 5 6

x x x
x x

x x x x x x
x x x x

+ + + +
=

+ +

+ + + + + + += =
+ + + +

 

  

1   ב. 2( )( ) ( ) ( )
2 3

x xf g x f x g x
x x
+ +− = − = −
+ +

 

   

2

2 2

2

( 1)( 3) ( 2)
( 2)( 3)

( 4 3) ( 4 4) 1
( 2)( 3) 5 6

x x x
x x

x x x x
x x x x

+ + − +
=

+ +

+ + − + + −= =
+ + + +
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   ג.
3

1 2( )( ) ( ) ( ) 1
2 3

x xfg x f x g x
x x

x
x

+ += = ⋅ +
+ + +

= 

}, שהוא כאמור fgשימו לב לכך שתחום ההגדרה של   }\ 2, 3− − מתחום    , קטן יותר 

הביטוי   של  1ההגדרה 
3

x
x
+
+

שהוא    ,{ }\ 3− הוגדרה שבה  מהדרך  נובע  זה  דבר   .

 .fgהפונקציה 
 

של   ד. ההגדרה  fתחום  g אוסף מוגדרים  י־xה־   הוא  שעבורם  )ם  ), ( )f x g x  וגם

)מתקיים   ) 0g x הדרישה  ≠  .( ) 0g x עבור  ≠ כי  חדש,  תנאי  מוסיפה  אינה 

{ }\ 2, 3x ∈ − −  2מתקיים ממילא 0x + 3־ו ≠ 0x + ), ולכן  ≠ ) 0g x ≠. 

fלכן תחום ההגדרה של   g  הוא{ }\ 2, 3− −. 

 ערכי הפונקציה הם: 
 

  
2

2 2
( ) ( 1)( 3)1 2 4 3( ) :
( ) 2 3 ( 2) 4 4

f f x x xx x x xx
g g x x x x x x

+ ++ + + +  = = = =  + + + + + 
 

 
 במקרה זה ניתן לפשט עוד יותר: 
 

  
2

2 2
4 4 1 1( ) 1

4 4 4 4
f x xx
g x x x x

+ + −  = = −  + + + + 
 

 
של  ה. ההגדרה  של   2fתחום  ההגדרה  לתחום  של fזהה  ההגדרה  תחום  לכן   .2f g−  

}, והוא, כמקודם, gו־ fזהה לתחום ההגדרה המשותף של  }\ 2, 3− −. 

 ערכי הפונקציה הם: 

  
( )

2
2 2

2 2 3

2

2 2

1 2( g)( ) (x) ( ) ( ) ( )
2 3

( 1) ( 1) ( 3) ( 2)2
3( 2) ( 2) ( 3)

+ + − = − = − = − + + 

+ + + − ++= − =
++ + +

x xf x f g x f x g x
x x

x x x xx
xx x x

 

 נפשט בנפרד:  

  

2 2

2 2

3 2 2

3 2

( 1) ( 3) ( 2 1)( 3)

( 2 1) ( 2 1) 3

2 3 6 3

5 7 3

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x

+ + = + + +

= + + ⋅ + + + ⋅

= + + + + +

= + + +

 

 ם:ולפי נוסחת הבינ 

  3 3 2 2 3 3 2( 2) 3 2 3 2 2 6 12 8x x x x x x x+ = + ⋅ + ⋅ + = + + + 

2 נחסר:   3 2( 1) ( 3) ( 2) 5 5x x x x x+ + − + = − − − 
 כמו כן:  

  

2 2

2 2

3 2 2

3 2

( 2) ( 3) ( 4 4)( 3)

( 4 4) ( 4 4) 3

4 4 3 12 12

7 16 12

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x

+ + = + + +

= + + ⋅ + + + ⋅

= + + + + +

= + + +

 

 כן: ל 
2

2
3 2

5 5( )( )
7 16 12
x xf g x

x x x
+ +− = −

+ + +
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 34תשובה 

)3נתונות:  א. ) , ( ) 2f x x g x x= =. 

הישר gו־  fהפונקציות    בכל  לכל  מוגדרות  לכן   ,x   ,ממשיg  ב־  fו־  xמוגדרת 

)מוגדרת ב־  )g x לכן תחום ההגדרה של .f g  הוא. 

fנדגים את חישוב   g  .בעזרת משתנה עזר 

)f : 3נחליף את שם המשתנה בהגדרת הפונקציה   )f t t= 

2tנציב   x=: ( ) 3 3( ) (2 ) 8f g x x x= = 
)3 ולכן   )( ) 8f g x x= 
 

) :נתונות ב. ) ( 1) , ( )f x x x g x x= − =. 

)כדי ש־   )( )f g x   ש־יהיה מוגדר, נדרש( )g x x=  יהיה בתחום ההגדרה שלf כלומר ,

1x 1xהשוויון   .≠ 1xמתקיים אם ורק אם  = = 1xאו  − לכן תחום ההגדרה של  .=

f  הוא{ }\ 1,1−. 

) ההרכבה היא:  )( )( ) ( )
1

x
f g x f g x

x
= =

−
 

) :נתונות ג. ) , ( ) 3 5f x x g x x= = −. 

,0]הוא  fתחום ההגדרה של   )∞.  

)כדי ש־   )( )f g x   3יהיה מוגדר, נדרש להתקיים 5 0x −  שוויון זה שקול ל:־אי .≤

   3 5 5 3x x≥ ⇔ ≥ ⇔ 
fלכן תחום ההגדרה של   g  5]הוא 3, )∞. 

) ההרכבה היא:  )( ) 3 5f g x x= − 
 

) :נתונות .ד ) ( ) 1f x g x x= =. 

}תחום ההגדרה של שתי הפונקציות הוא   }\ 0.  

0xלכל   1מתקיים  ≠ 0x של  )ב19תשובה  (ראו   ≠ ההגדרה  תחום  לכן   ,f g  הוא

{ }\ 0. 

)1 ההרכבה היא:  )( )
1

f g x x

x

= =
 
 
 

 

 

1  :נתונות .ה 2 1( ) , ( )
2 3

x xf x g x
x x
− += =
− +

 

}הוא  fתחום ההגדרה של   }\ 2תחום ההגדרה של  , וg  הוא{ }\ 3−.  

)כדי ש־   )( )f g x   3יהיה מוגדר, נדרש להתקייםx ≠ ), וגם − ) 2g x ≠. 

)נבדוק מתי מתקיים    ) 2g x =: 

   2 1( ) 2 2
3

xg x
x
+= ⇔ =
+

 

3xנניח ש־  ≠ )(דרישה הקיימת ממילא כדי ש־  − )g x (ול . תחת הנחה זו נכפיהיה מוגדר

3xב־ +: 

   2 1 2( 3) 2 1 2 6 1 6x x x x+ = + ⇔ + = + ⇔ = ⇔ 
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3xשעבורו   xהגענו לסתירה, לכן לא קיים   ≠ − ,( ) 2g x =. 
)לכן    )( )f g x  3מוגדר לכלx ≠ f, כלומר תחום ההגדרה של − g  הוא{ }\ 3−. 

)1 :נציגההרכבה כדי לחשב את    )
2

tf t
t
−=
−

 
2נציב   1( )

3
xt g x

x
+= =
+

: 

   ( )
2 1 1

3( )
2 1 2

3

x
xf g x
x

x

+ −
+=
+ −
+

 

ב־   והמכנה  המונה  את  3xנכפיל  מ־  + שונה  זה  ההגדרה  xכש־  0(מספר  לתחום  שייך 

fשל  g:( 

   2 1 ( 3) 2
2 1 2 5( 3) 5

2x x x
x x

x+ − + −= =
− + −

−=
+

 

)קיבלנו כי   )( ) (2 ) 5f g x x= −. 
 

)3נתונות:  ו. ) 2 , ( )f x x g x x= =. 

 שתי הפונקציות מוגדרות בכל הישר, ולכן גם הרכבתן מוגדרת בכל הישר. 

) ההרכבה היא:  ) 3( )( ) ( ) 2f g x f g x x= = 
 

 35תשובה 

)נתונה הפונקציה  א. ) 2f x x=. 

 f   מוגדרת בכל הישר, לכן:f → . 

 f   היא פונקציה לינארית בעלת שיפוע חיובי, לכןf   עולה, ולכןf  .חח"ע 

yלכל   ∈   :מתקיימות השקילויות הבאות 

   ( ) 2
2
xf x y y x y= ⇔ = ⇔ = 

(כי לכל   fמשקילויות אלה נובע ש־   )כך ש־ xקיים   yהיא על  )f x y=.(    לכן תמונת

f  היא . 
)1משקילויות אלה נובע גם ש־  ) 2f y y−  , לכן הפונקציה ההפוכה היא=

   1 1: , ( ) 2f f x x− −→ =  
 .2היא הכפלה ב־  2הפעולה ההפוכה לחלוקה ב־ במילים אחרות:  
 

: נתונה הפונקציה: ב. [0, )f ∞ → , 2( ) 1f x x= +. 

2מתקיים   fבתחום ההגדרה של  xלכל   0x  , ולכן: ≤

   2( ) 1 1f x x= + ≥ 
1yלכל   )2 מתקיימות השקילויות הבאות:  ≤ ) 1f x y x y= ⇔ + = 

   

2 1

1

x y

x y

⇔ = −

⇔ = − 
היא   הפונקציה  שתמונת  נובע  ,1]מכאן  לכל ∞(  :1y 0xיש  ≤ )המקיים   ≤ )y f x= .

)1 בנוסף נובע:  ) 1f y y− = − 
1לכן    : [1, ) [0, )f − ∞ → )1היא הפונקציה  ∞ ) 1f x x− = −. 
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:נתונה הפונקציה:  ג. ( ,0]f −∞ → ,2( )f x x=. 

1נניח ש־ . חח"ע fנוכיח ש־  2, ( ,0]x x ∈ 1וש־ ∞− 2( ) ( )f x f x=:אז . 

   2 2
1 2x x= 

2מהזהות   2( )x x= 2 נובע − 2
1 2( ) ( )x x− = − 

ש  2־ מכך  10 , 0x x≤ 1ש־   נקבל ≥ 20, 0x x− ≥ − כלומר  ≤  ,1 2, [0, )x x− − ∈ ∞ .

)2הפונקציה  )g x x=  0]חח"ע ב־,  ולכן  שיעור)(כפי שהוכחנו ב ∞(

   1 2x x− = − 

1־ שמכאן נובע   2x x=  לכן .f  .חח"ע 

)לכל  :fכעת נמצא את תמונת הפונקציה   ,0]x ∈ )מתקיים  ∞− ) 0f x ≥. 

0yלכל   )2 מתקיימת השקילות: ≤ ) , ( ,0]f x y y x x= ⇔ = ∈ −∞ 
2xפתרון המשוואה   y=  3הוא (כפי שראינו בשיעור (x y= ±. 

0xבהינתן ש־  x, פתרון המשוואה הוא ≥ y=  . לכן: −

   ( )f x y x y= ⇔ = − 
,0]היא הקטע   fמשקילות זו נסיק שתמונת הפונקציה   )∞. 
1לכן    : [0, ) ( ,0]f − ∞ → )1 ומהשקילות לעיל נובע ש־  ,∞− )f y y− = − 

)1 ולכן   )f x x− = − 
 
 : הערה  

)2ן לסכם את ממצאינו כך: הפונקציה נית  )f x x=  אינה חח"ע. אם נצמצם אותה לאחד

)הקטעים   ,0] , [0, )−∞ מהפרבולה. ∞ חצי  מייצג  צמצום  כל  חח"ע.  פונקציה  נקבל   ,

את   ,0]לקטע   fכשמצמצמים  ההפוכה  ∞( הפונקציה  מתקבלת   ,1( )f x x− = .

)לקטע   fכשמצמצמים את   )1, מתקבלת הפונקציה ההפוכה ∞−[0, )f x x− = −. 
 

:נתון:   ד. [1,3] [5,7]f → ,( ) 4f x x= +. 

x[1,3]לכל    מוגדרת היטב: fנוודא ש־  1מתקיים   ∋ 3x≤ 5ולכן   ≥ 4 7x≤ + ≤ ,

)כלומר  ) [5,7]f x  מוגדרת היטב.  f. לכן  ∋

 f   1חח"ע, כי אם 24 4x x+ = 1אז  + 2x x=. 

5: לכל היא על fנוכיח ש־  7y≤ )מתקיים  ≥ 4) 4y y= − + . 

5מההנחה ש־  7y≤ 1נובע ש־  ≥ 4 3y≤ − 4, כלומר ≥ [1,3]y − ∈ . 

)לכן    4)y f y= −. 

y[5,7]הוכחנו שכל    Imהיא על, כלומר  f. לכן  fהוא ערך של   ∋ [5,7]f =. 

) כעת נשים לב לשקילות  ) 4 4f x y x y x y= ⇔ + = ⇔ = − 

)1  לכן   ) 4f y y− = − 

1מכאן נובע ש־   : [5,7] [1,3]f − )1 היא הפונקציה  → ) 4f x x− = − 
  

:נתון:   ה. [0, )f ∞ →  ,2( )f x x x= +. 

)2   נתבונן בפונקציה (המוגדרת בישר כולו):  )g x x x= +  
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 g  .ה: קודקודנמצא את  היא פונקציה ריבועית, לכן הגרף שלה הוא פרבולה 

1 הוא  קודקודשל ה xשיעור־  1
2 1 2

x −= = −
⋅

 

1 הוא:  קודקודשל ה yשיעור־  1 1 1
2 4 2 4

y f  = − = − = − 
 

 

 נראה כך:  gגרף הפונקציה  

 

 
 

שהפונקציה   לראות  ניתן  ,0]מהגרף  )f g למספרים (צמצו =∞ הריבועית  הפונקציה  ם 

שתמונת  האי־ לראות  ניתן  כן  כמו  חח"ע.  ולכן  עולה,  היא  הקטע   fשליליים)  היא 

[0, )∞. 

,0]לכל   )y ∈ )נפתור את המשוואה  ∞ )f x y=0, תחת ההנחה ש־x ≥: 

   2x x y+ = ⇔ 

   2 0x x y+ − = ⇔ 

1 לפי נוסחת השורשים של המשוואה הריבועית:  1 4
2

y
x

− ± +
= ⇔ 

)הפתרון    )1 1 4 2x y= − −  אינו אפשרי, כי הוא מספר שלילי. לכן: +

   1 1 4
2

y
x

− + +
= ⇔ 

)מצאנו כי    )1( ) 4 1 1 2f y y− = + 1 , ולכן: − 4 1 1( )
2

xf x− + −= 

 
 36תשובה 

של  א. )מהגרף  ) 2 1f x x= ש־  + לראות  ניתן  להלן)  את   f(ראו  למצוא  כדי  ועל.  חח"ע 

) הפונקציה ההפוכה, נפתור את המשוואה )f x y= 

   12 1 2 1
2

yx y x y x⇒
−

+ = = − =⇒⇒ 

1  לכן   1( )
2

yf y− −
= 

1לכן    :f − →  1  :היא הפונקציה 1( )
2

xf x− −= 
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   מספיק זו  שאלה  פתרון  לצורך 
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נקודות  את  במדויק  למצוא  הכרח 
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1fו־ fו את הגרפים של ינשרטט יחד  −: 

 

 
 

:נתונה הפונקציה:  ב. [0, )f ∞ →  ,( ) 1f x x= +. 

,1]היא הקטע   fנוכיח כי תמונת   0xלכל  : ∞( )מתקיים   ≤ ) 1 1f x x= + בכיוון  ≤  .

לכל   1yההפוך,  1מתקיים   ≤ 0y − )ולכן   ≤ 1) 1 ( 1)y y f y= − + = כלומר  −  ,y 

Im, לכן  fהוא ערך של הפונקציה  [1, )f = ∞. 

את    1fנמצא  )משוואה  מה:  − )f x y=  1נובעx y+ כלומר  =  ,1x y= לכן  −  .
1( ) 1f y y− = )1, ומכאן  − ) 1f x x− = −. 

1fתחום ההגדרה של   ,1], כלומר הקטע  fהוא תמונת  − )∞. 

1fו־ fלהלן הגרפים של   −: 
 

  
  

:נתונה הפונקציה  ג. [0, )f ∞ →  ,2( )f x x= −. 

2yהוא החצי הימני של הפרבולה  (ראו משמאל) גרף הפונקציה  x= −: 
 

)יא הקטע תמונת הפונקציה ה  ,0]−∞. 
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 נמצא את הפונקציה ההפוכה: 

0yיהי    ) , ונתבונן במשוואה≥ )f x y= 

   2x y− =⇒ 

 x  0נדרש לקייםx x לכן  ,≤ y= −⇒ 

)1מכאן נקבל ש־  )f y y− = −. 

1לכן    : ( ,0] [0, )f − −∞ → )1היא הפונקציה  ∞ )f x x− = −. 

)גרף הפונקציה הוא שיקוף של גרף הפונקציה   )g x x= ביחס לציר ה־y. 

 ביחד מתקבלים הגרפים: 
 

 
 

 37תשובה 

הפונקציה  א. )3גרף  ) 1g x x= של  + הגרף  מהזזת  )3מתקבל  )f x x=   אחת כלפי  יחידה 

 : מעלה
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  הבא בסעיף  מתיחה   : ראו  'הזזה, 
 ושיקוף במקביל לצירים'.
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)3גרף הפונקציה  ב. ) ( 1)g x x=  יחידה אחת ימינה: fמתקבל מהזזת הגרף של  −
 

 
 

)3גרף הפונקציה  ג. ) 2g x x= במקביל   2וכיווצו פי   fמתקבל משיקוף גרף הפונקציה  −

 :yלציר ה־
 

 
 

 38תשובה 

)נתונה הפונקציה:  א. ) 5f x x= −. 

5xלכל   5מתקיים  ≤ 0x − )ולכן   ≤ ) 5f x x= −. 

5xלכל   5מתקיים  > 0x − )ולכן   > ) ( 5) 5f x x x= − − = −. 
 היא הדבקה של שתי פונקציות לינאריות:  fמכאן מתקבל ש־ 

   {( ) 5 5
55x xf x x x

−= ≥
− < 

 102 השאלה בעמוד  
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 f 5]  עולה בקטע, ויורדת בקטע    ת(כפונקציה לינארית בעל ∞( )שיפוע חיובי)  ,5]−∞ 

 .שיפוע שלילי)  ת(כפונקציה לינארית בעל

)היא  yציר ה־   םנקודת המפגש של גרף הפונקציה ע  )0, (0) (0,5)f . כדי למצוא את  =

), נפתור את המשוואה xנקודת המפגש עם ציר ה־ ) 0f x =: 

   ( ) 0 5 0 5f x x x= ⇔ − = ⇔ = 

 .(5,0)היא  xנקודת המפגש היחידה של הגרף עם ציר ה־ 

 גרף הפונקציה נראה כך:  
 

 
 

)נתונה הפונקציה:  ב. ) 5f x x= −. 

5המקיים   xהפונקציה מוגדרת עבור כל    0x− 5x, כלומר  ≤ ≤. 

)לכן תחום ההגדרה הוא   ,5]−∞. 
)היא  yנקודת המפגש עם ציר ה־  ) ( ) ( )0, (0) 0, 5 0, 2.236f = ≈  . 

)נפתור את המשוואה   ) 0f x =: 

   ( ) 0 5 0 5 0 5f x x x x= ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = 
 .(5,0)היא  xלכן נקודת המפגש היחידה עם ציר ה־ 

)נתבונן בפונקציה   )g x x= של הגרף של  yהוא שיקוף ביחס לציר ה־ g. הגרף של −

)פונקציית השורש  )h x x=. 

) :gבעזרת   fנבטא את    )( ) ( 5) ( 5) ( 5)f x x g x g x= − − = − = + − 

 f. מכאן גרף הפונקציה gיחידות של הגרף של   5הוא הזזה ימינה ב־ fלכן הגרף של  

 הוא:
 

 
  
 יורדת בתחום הגדרתה. fמגרף זה ניתן לראות ש־  
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)2נתונה הפונקציה  ג. ) 2 7 3f x x x= − +.  

 f לכן הגרף שלה הוא פרבולה.  ,היא פונקציה ריבועית 

 (0) 3f  .(0,3)היא  yלכן נקודת המפגש עם ציר ה־  ,=

)נפתור את המשוואה   ) 0f x =: 1,2
7 49 24 7 5

4 4
x ± − ±= = 

   1 2
1 , 3
2

x x= =⇒ 

1)  ןה xת המפגש עם ציר ה־ונקוד  2,  .(3,0)ו־ (0

7 הפרבולה הם:  קודקודשיעורי  
4

x = 

   
27 7 25 12 7 3 3

4 4 8 8
y  = ⋅ − ⋅ + = − = − 

 
 

 גרף הפונקציה נראה כך:  
 

 
  

)־יורדת ב fגרף ניתן לראות ש־ המ  , 7 7]ועולה ב־ ∞−[4 4, )∞. 
 

)2נתונה הפונקציה:  .ד )f x x x= −. 

)2נתבונן תחילה בפונקציה   )g x x x= −. 

 g   של הגרף  כי  לראות  ניתן  הקודם,  לסעיף  בדומה  ריבועית.  פונקציה  הוא  gהיא 

הנפגשת בנקודות  עם    פרבולה  בנקודה  (1,0)ו־  (0,0)הצירים  נמצא  וקודקודה   ,

(1 2, 1 4)−. 

 נראה כך:  gרף של הג 
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עבור   gהפונקציה    שליליים  ערכים  0מקבלת  1x< בשאר > אי־שליליים  וערכים   ,

 הישר. לכן: 

   
2

2
2

0
( ) ( ) 0 1

1

x x x
f x g x x x x

x x x

 − ≤
= = − < <
 − ≥

 

0שבקטע   gאת חלק הגרף של   , עלינו לשקףfאת הגרף של   כדי לקבל   1x< ביחס   >

 . הגרף המתקבל הוא: xלציר ה־

 

 
 

ניתן לראות ש־   זה  )יורדת בקטע   fמגרף  , ,0], עולה בקטע  ∞−[0 1 יורדת בקטע  [2  ,

[1 2, ,1]בקטע  ועולה  [1 )∞. 

 
 39תשובה 

} נתונות הפונקציות:  א. 0( ) , ( )2
1
53

x xf x g xx
x
x

≤
≤= ≤ =≤ 

[0,1]הוא  fתחום ההגדרה של   ,0]הוא  gותחום ההגדרה של   ,∪[3,5] )∞. 

)כדי ש־   )( )f g x   0יהיה מוגדר, צריך להתקייםx [0,1]וגם   ≤ [3,5]x ∈  , כלומר:∪

   3 5x≤ 0או   ≥ 1x≤ ≤  

     9 25x≤ 0או    ≥ 1x≤ ≤ ⇔ 

fתחום ההגדרה של   g [0,1]  אפוא הוא [9, 25]∪. 

x[0,1]אם   0אז   ∋ 1x≤ 0, כלומר ≥ ( ) 1g x≤ ≤. 

) לכן:   )( )( ) ( ) ( )f g x f g x g x x= = = 

,9]אם   25]x 3אז   ∋ 5x≤ 3, כלומר ≥ ( ) 5g x≤ ≤. 

) לכן:   )( )( ) ( ) 2 ( ) 2f g x f g x g x x= = =  

0 ביחד נקבל:   1( )( )
2 9 25

x xf g x
x x

 ≤ ≤=  ≤ ≤
 

 102 השאלה בעמוד  

 

    אי־שלילי אי־שוויון  העלאת 
ראו  שקול,  אי־שוויון  מניבה  בריבוע 

 .4בשיעור   34שאלה 

    שאלה פי  או 4בשיעור    34על   ,
ש מכך  )-כמסקנה  )h x x=  היא

 פונקציה עולה.

Rhys
Golden Manasherov

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



  מתמטיקה קדם אקדמית     262

Imכדי למצוא את   ב. f ,את גרף הפונקציה  נציגf: 

 

 

 

ה־  מהגרף  ציר  על  הפונקציה  גרף  היטל   =) הפונקציה  שתמונת  לראות  היא yניתן   (

[0,1] [6, 10]∪ . 
 

1fתחום הפונקציה  ג. [0,1], שהיא fהוא תמונת  − [6, 10]∪. 

1fטווח הפונקציה   [0,1], שהוא fהוא התחום של  − [3,5]∪. 

0לכל   1y≤ )פתרון המשוואה  ≥ )f x y=   עבור  [0,1]שייך לקטע רק  כי   ,0 1x≤ ≤ 

0מתקיים  ( ) 1f x≤ ≤. 

0עבור    1x≤ )מתקיים   ≥ )f x x=  מהמשוואה לכן   ,( )f x y=   נובעx y=   ומכאן
1( )f y y− )1. לכן  = )f x x− 0לכל  = 1x≤ ≤. 

6לכל    10y≤ המשוואה   ≥ )פתרון  )f x y=   לקטע עבור [3,5]שייך  רק  כי   ,

3 5x≤ 6מתקיים  ≥ ( ) 10f x≤ ≤. 

3עבור    5x≤ )תקיים  מ ≥ ) 2f x x=  מהמשוואה לכן   ,( )f x y=   2נובעx y=  ולכן

2x y=  1. לכן( ) 2f x y− )1, לפיכך = ) 2f x x− 6לכל  = 10x≤ ≤. 

1} לסיכום:  0 1( ) 2 6 10
x xf x x x

− ≤ ≤= ≤ ≤ 

 
 40תשובה 

) נתונה הפונקציה )f x x=    .(פונקציית החלק השלם) 

Aנתבונן בקבוצה   =  .(קבוצת המספרים השלמים)   לכלx A∈  מתקיים( )f x x= . 

1אם  2,x x A∈ 1ו־ 2x x≠ 1, אז 1( )f x x= 2ו־ 2( )f x x=,   1ומכאן 2( ) ( )f x f x≠. 

 חח"ע.  Afלכן  
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 41תשובה 

1fחח"ע ולכן   fעולה, אז  fנניח ש־  מוגדרת היטב. −

1נניח ש־ 2, Imy y f∈ 1וש־ 2y y<.  1נוכיח ש־ 1
1 2( ) ( )f y f y− −<: 

1  נסמן  1
1 1 2 2( ), ( )x f y x f y− −= = 

1 לפי הגדרת הפונקציה ההפוכה, מתקיים: 1 2 2( ) , ( )f x y f x y= = 
1אם  2x x=   1אז 1 2 2( ) ( )y f x f x y= = 1, בסתירה להנחה ש־ = 2y y<. 

1אם  2x x>   1אז 1 2 2( ) ( )y f x f x y= > כלומר  f(כי  = 1עולה),  2y y>  בסתירה שוב   ,

 להנחה.

1לכן   2x x< 1, כלומר 1
1 2( ) ( )f y f y−  עולה.  f. לכן >−

שאם   אז   fההוכחה  1fיורדת  דומה: − ש־ כמקודם,    יורדת  1מניחים  2y y<  ומסיקים

1ש־  2x x> האפשרויות    על שלילת  1ידי  2x x=  1ו־ 2x x<  נובע מכאן   .

1ש־ 1
1 2( ) ( )f y f y− −>. 

 
 42תשובה 

פונקציה נתונה ה
100

1
( ) ( )

i
f x x i

=
= −∏. 

)מתקיים   מתינבדוק  ) 0f x =. 

 מכפלה שווה לאפס אם ורק אם אחד הגורמים שבה שווה לאפס. 

)לכן   ) 0f x  אם ורק אם מתקיים אחד השוויונות הבאים:  =

1 0x − 2או  = 0x − 3או  = 0x − 100...   או    = 0x − =. 

,1הוא אחד המספרים  xשקול לכך ש־ דבר זה  2, 3, ..., 100. 
 

 הן xעם ציר ה־ fלכן נקודות המפגש של גרף הפונקציה 

    (1,0), (2,0), (3,0), , (100,0) 

 כעת נציב: 
100

1
(0) (0 ) ( 1) ( 2) ( 3) ( 100)

i
f i

=
= − = − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −∏  

 המכפלה חיובית.  ) של מספרים שליליים, לכן100במכפלה זו יש מספר זוגי (

1 ערכה המוחלט של המכפלה הוא 2 3 100 100!⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 

(0)לכן   100!f  .(!0,100)היא  yעם ציר ה־של גרף הפונקציה ומכאן שנקודת המפגש  =
 

 43תשובה 

 כלומר הן פונקציות לינאריות,  gו־  fנניח ש־

  ( ) , ( )f x ax b g x cx d= + = + 

,עבור   , ,a b c d ∈   מספרים קבועים. אז לכלx ,ממשי 

   
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
f g x f x g x ax b cx d

a c x b d
+ = + = + + +

= + + +
 

   
( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f g x f g x ag x b a cx d b

ac x ad b

= = + = + +

= + +


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 ־ נזכור שIm f  הוא תחום

1fההגדרה של  −. 

 סימן המכפלה המרובה
1

n

n=
∏ 

 .5הוגדר בשיעור  
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,המספרים  , ,a c b d ac ad b+ + תלויים   + (אינם  קבועים  הם  לעיל  בביטויים  המופיעים 

f  לכן), xב־ g+ ו־f g  .הן פונקציות לינאריות 

fשיפוע של ה g+  של  סכום השיפועיםהואf  ושלg. 
fהשיפוע של  g  של  השיפועים מכפלת הואf  ושלg. 
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 7פתרונות לשאלות בשיעור 
 

 1תשובה 

1 א. 2 416 16= = 

) ב. )252 5 232 32 2 4= = = 

 ג.
1 3

31 1 1
8 8 2

  = = 
 

 

) ד. )1
2

33 3
3

1 29 1 19
27

9 3
3

− −− −= = = == 

) ה. ) ( ) ( )1
22 5 5 5 42 5 5 28 2 ·8 8 · 2 ·22 2 2 2 2 2· 128= == = == 

 
 2תשובה 

.  5%שקלים, והחיסכון הוא בריבית שנתית קבועה של    1000נתון כי הסכום ההתחלתי הוא  

לאחר   החיסכון  סכום  הוא   nלכן  )שנים  )( ) 1000· 1.05 nM n ביחס  = גדל  החיסכון  סכום   .

0tשווה בפרקי זמן שווים, לכן הוא פונקציה מעריכית של הזמן. לכן מתקיים לכל  ממשי:  ≤
( )( ) 1000· 1.05 tM t = . 

1נציב  א. 2t =: ( )1 21 1000· 1.05 · 1.05 1024.70
2

1000M =  = ≈ 
 

 

יהיה    החיסכון  סכום  שנה,  חצי  שהם  חודשים,  שישה  לאחר  ו־  1024לכן   70שקלים 

 אגורות.

1נציב  ב.
41t =: ( ) ( ) ( )

1
41 5 41

4 1000· 1.05 1000· 1.05 1062.891M = ≈= 

שהם    חודשים,  ושלושה  שנה  לאחר  1לכן 
הח 41 סכום  יהיה  שנים,  שקלים    1062יסכון 

 אגורות.  89ו־

 
 3תשובה 

 את היחס שבו מוכפל סכום החיסכון בשנה אחת.   qנסמן ב־ 

 , לכן 9qשנים מוכפל סכום החיסכון פי  9ב־

  91500 1000·= q 

  99 1500 1.5 1.5
1000

q q= ⇒ ==⇒ 

2sאת היחס שבו מוכפל סכום החיסכון בחצי שנה. אז   sנסמן ב־  q=   ולכן 

  9 1.5s q= = 

 חודשים נוספים סכום החיסכון יהיה:  6לאחר  

  91500 1· .51500· 1534.17s = ≈ 

 אגורות. 17שקלים ו־ 1534כלומר 
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 4תשובה 

 את היחס שבו גדלה האוכלוסיה בשנה אחת. מהנתון נובע:  q־ נסמן ב

  33 3·1,020,000 1,000,0 1.02 1.000 2q q q⇒ = ⇒ == 

 שנים נתון על ידי הפונקציה tלכן גודל האוכלוסיה לאחר  

  ( )3( ) 1,000, · 1.0 0 020
t

f t = 

האוכלוסיה   בזמן     10גודל  האוכלוסיה  גודל  הוא  השני  המפגש  לאחר  שנים 

3 10 13t = + =: 

  ( )3 13
1· 1 2(13) 1,000,0 ,.000 1 089,60f = ≈ 

 
 5תשובה 

   א.
( )(1) (2)2 12 1 2·2 222 22· ·

8 8 8
4

8

xxx x

x x x x

+
= = = 

   
(3) (4) (5) 22 ·4 1 12· · 2

8 2 2 2

x x x

x x
   = = = =    

 

 
 )1) חיבור המעריכים;  חוק  לפי   (2) חזקה;  חוק החזקה של  לפי   (3) פילוג 4),  חוק  לפי   (

 .1) לפי חוק החזקה של 5החזקה מעל החילוק; (
 

    ב. 
( ) ( ) ( )

44 1 4 1
(1) (2) 22 2 2

2 ·2 2 2

x
x x

x x x

− 


 = =




 

   
(3)4 1 4·

22 ·2 2 2
2xx x

x
 = =  =
 

 

 
) לפי חוק פילוג החזקה  3) לפי חוק החזקה של חזקה; (2לפי חוק חיסור המעריכים; ()  1( 

 מעל החילוק.

)    ג.  ) ( ) ( )
(1) (2)1 3 1 3 12 32 13 3 2 3 2 3y y xx yx x y= = = 

  ) לפי חוק החזקה של חזקה. 2על הכפל; () לפי חוק פילוג החזקה מ1( 

   ד.
( )

(1) (2)

2 2

1· 10 102 1
·5 105 5

1010 2
2

x
x x x xx

x x x x x

−

 
= =

 
 

= = 

 )1) חזקה;  של  החזקה  וחוק  הנגדי  במעריך  החזקה  חוק  לפי  החזקה  2)  פילוג  חוק  לפי   (

 מעל הכפל. 
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 6תשובה 

0aנתונים   1והמספרים הממשיים   < 2, ,..., nx x x נוכיח באינדוקציה על .n :שמתקיים 

    1
1

i
i i

n
n

i

x
x

aa =

 
 
 
 

=
=

∑ ∏ 

1 כלומר, 2 1 2... · ·...·n nx xx xx xa a a a+ + + = (1) 
1nעבור    , שני האגפים זהים זה לזה.=

 שמתקיים:ם, ונוכיח מסוי nמתקיימת עבור  (1)נניח שהנוסחה 

  1 2 1 11 2... · ...·n nx xx xx xa a a a+ ++ + + = 

   

1 ואכן,  1 1 1(... ... )n n n nx xx x x xa a+ ++ + + + + += 

1 לפי חוק חיבור המעריכים, 1... ·n nxx xa a ++ += 

11 לפי הנחת האינדוקציה, ·...· ·n nx xxa aa += 
 

   בכך סיימנו את צעד האינדוקציה.

 
 7תשובה 

0aנתונים   >  ,0b   מספר טבעי. nו־ <
  

 לפי הגדרת החזקה הרציונלית,
1 n

n a a
b b

 =  
 

 

 לפי חוק פילוג החזקה מעל החילוק, 
1

1

n

n
a
b

= 

 שוב לפי הגדרת החזקה הרציונלית,
n

n
a
b

=  

 
 8תשובה 

33   א. 6 6 4 34 1 612 ·481 3 3 3 3 3 · 3· 4·3= ⋅ =⋅ ⋅ ⋅ 

   4 3 1 2 1 6 22 3 2 18· ·3+ += = = 

    ב. 
1 2 61 2 1 3 1 6

3 1 3
2 22 2 2
22

−= = = = 

   ג.
3

3 3
3

8 8 20.008 0.2
1000 101000

= = = = 

    ד.
( ) ( )

( )

10 2
32 115 3

3 4 12
3 3 1

124 4

10 13 5 15

1 4 1 4 12

0

3

2 2 2
8

2 2 12
22 22 2

1− −= = = = = = = 
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 9תשובה 

   א.
( )

32
5 7

15 5 5 52 2 5 5 535
3

2 5

3 7 37 7 35
· · · ·a a b a bb a b a b

a a aa

b −−= = = = =  

   ב.  
( )

2
1
2

3
3 4

3 4 6 4 1
2

4 4 3 43
−= = = =

ab a b b b b
a ba b

 

)   ג. )1 21 2 3 2 3 2· ·a a a a a a a aa a aa a a= = =  

   ( )1 23 4 7 4 7 4 7 81 1· · ·a a a aa a aaa= = = = 

   15 8a= 

2 ,6ד.  לפי הזהות בשאלה  3 1 2 ...... nn n na a aaa + + +⋅ ⋅ =⋅ ⋅ 

 לפי נוסחת הסכום של סדרה חשבונית, 

  
( 1) 1
2 2( 1) 22 3 1...

n n n
nn n nn n naa aa aa a a
+ +

+ +⋅ ⋅ = =⋅ = =⋅ 
 

 10תשובה 

3נתונה המשוואה  א. 3 3x  . נובעת ממנה המשוואה השקולה:=

   1 21 1.53 ·33 3x = = ⇔ 

)לפי חד־חד־ערכיות הפונקציה   ) 3xf x =: 1.5x = ⇔ 

1.5xלכן פתרון המשוואה היחיד הוא   =. 
 

10 נתונה המשוואה: ב.  0.00001x =  

510 . לפיכך: −510הביטוי באגף הימני שווה ל־   10x −= ⇔ 

   5x = − ⇔ 

5xפתרון המשוואה היחיד הוא   = −. 
 

·2  נתונה המשוואה: ג. ·6 2 3 92x x++ =  

 נפשט את האגף השמאלי, לפי חוקי החזקות:  

   2 26 2 3 6 2· ·2 · ·23 6 2 12 2 18 2·2 · · ·x x x x x x x++ = + = + =  

2·18  מתקבלת המשוואה השקולה   9x = ⇔ 

   11 2
2

2x −= = ⇔ 

   1x = − ⇔ 

1xפתרון המשוואה היחיד הוא   = −.   
 

)  נתונה המשוואה: ד.  )2 8·4
xx x = 

) לפי חוקי החזקות:   ) 2·2 2 2
xx x x x= =  

  ( )2 24 2 2
xx x= = 

2 מתקבלת המשוואה השקולה   2·22 8x x = ⇔ 

  2 2 32 2x x+ = ⇔ 
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 269       7פתרונות לשאלות בשיעור 

)מכיוון ש־  ) 2xf x 2 חד־חד־ערכית:  = 2 3x x+ = ⇔ 

  2 2 3 0x x+ − = ⇔ 

   2 2
2

4
2

16x ± ±= =− − ⇔ 

   3x = 1xאו  − = ⇔ 

1xפתרונות המשוואה הם   3xו־  = = −. 
 

)  נתונה המשוואה: ה. )2 22 8
xx + = 

)נגדיר   )2
x

t  . מהגדרה זו נובע: =

  ( ) ( )22 2 222 2 2
x x xx t= = = = 

2  מתקבלת המשוואה השקולה   2 8t t+ = ⇔ 

  36 6 1 32 2
2 2

t − −± ±= = = − ± ⇔ 

   2t 4tאו  = = − ⇔ 

0tנובע ש־ tמהגדרת    4t, לכן לא יכול להתקיים  < =  . נותרת האפשרות: −

  2t = ⇔ 

) נחזור למשתנה המקורי:  ) ( )22 22
x
= = ⇔ 

   2x = ⇔ 

2xפתרון המשוואה היחיד הוא, לפיכך,    =. 
 

1  נתונה המשוואה: ו.  4 5
3

3
1

x
x

+ +
−

= − 

3xtנגדיר   1 . מהגדרה זו נובע: = 1·33 3 3x x t+ = = 

 מתקבלת המשוואה השקולה  
1

3 4 5t
t

= −
−

+ ⇔ 

מוגד  יהיו  המקורית  המשוואה  שאגפי  להתקיים  רכדי  חייב  3ים,  1x כלומר ≠  ,1t ≠ .

1tנניח מעתה שתנאי זה מתקיים, ונכפול את שני האגפים ב־ −. 

   3 ( 1) 4 5( 1)t tt − = − −+ ⇔ 

   2 3 43 5 5t t t= −− ++ ⇔ 

   23 02 1tt + − = ⇔ 

  2 2
6

4
6

16t ± ±= =− − ⇔ 

   1
3

t 1tאו  = = − ⇔ 

0tהיות ש־  >: 1
3

t = ⇔ 

13 נחזור למשתנה המקורי:  3x −= ⇔ 

   1x = − ⇔ 

1xפתרון המשוואה היחיד הוא, לפיכך,    = −. 
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21·25·  נתונה המשוואה: ז. 58x x=  

   2 8
1255

x

x = ⇔ 

   
32 2

5 5

x
   =   
   

 ⇔ 

)הפונקציה   )( ) 2 5 xf x 3x  חח"ע, ולכן:  = = ⇔ 

3xפתרון המשוואה היחיד הוא   =. 
 

4·   נתונה המשוואה: ח.  ·65 4·9 9x x x+ = 

9x: 9נחלק את שני האגפים ב־  54 6· ·
9

4
9

x x

x x+ = ⇔ 

   49 5 6 4
9

· ·
9

x x
  
 

  + = 
 

 ⇔ 

6נצמצם את השבר   9 : 49 5 2 4
9

· ·
3

x x
  
 

  + = 
 

 ⇔ 

)נגדיר   )2 3 xt  . מהגדרה זו נובע: =

   
2 2 2

2 2 2 2 4
3 3 3 9

x x xx

t
             = = = =       
          

  

29 מתקבלת המשוואה השקולה   5 4t t+ = ⇔ 

  29 5 4 0t t+ − = ⇔ 

  5 25 144 5
18 8

13
1

t ± ±= =− + − ⇔ 

   
9

8 4
18

t = 1tאו  = = − ⇔ 

0tהיות ש־  >: 4
9

t = ⇔ 

 נחזור למשתנה המקורי: 
22 2

3 9
4

3

x
  = 


 =  
 

 ⇔ 

   2x = ⇔ 
2xלכן     הוא הפתרון היחיד. =
 

 11תשובה 

(0.1) נתון האי־שוויון: א. 1000x < 

 : 0.1י כחזקה של ימננציג את האגף ה 

   
3

3 3
3

1 11000 10 0.1
0.1 0.1

− = = = = 
 

  

(0.1)3 מתקבל האי־שוויון השקול   0.1x −< ⇔ 

)מכיוון ש־  ) (0.1)xf x 3x פונקציה יורדת:  = > − ⇔ 

)קבוצת הפתרונות היא   3, )− ∞. 
 

1 נתון האי־שוויון: ב. 3 42 5 25 2x x x x x+ + ++ −≤ − 

3 נעביר אגפים:   4 12 2 52 5x x x x x+ + +≤+ + − ⇔ 
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   3 142 ·2 2 ·2 5 ·2 55x x x x x+ + ≤ − ⇔ 

   8·2 16·2 5 52 ·5x x x x x≤+ + − ⇔ 

   ·5·2 52 4x x≤ ⇔ 

   2 4
255

x

x ≤ ⇔ 

   
22 2

5 5

x
   ≤   
   

 ⇔ 

)מכיוון ש־  )( ) 2 5 xf x 2x פונקציה יורדת:  = ≥ ⇔ 

,2]קבוצת הפתרונות היא   )∞. 
 

2 נתון האי־שוויון: ג. 1 12
8

x
x +  >  

 
 

3מהשוויון    32 1 2 1 8− = ) נובע:  = )3 3
8

21 2
x x x− −  = = 

 
 

2 מתקבל אי־שוויון שקול:  1 32 2x x+ −> ⇔ 

)ומכיוון ש־  ) 2xf x 2 פונקציה עולה: = 1 3x x+ > − ⇔ 

   2 1 3 0x x+ + > ⇔ 

2נמצא את פתרונות המשוואה הריבועית המתאימה,   3 1 0x x+ + =: 

   1,2
3 5

2
x − ±= 

1 הפתרונות הם  22.618,3 0.3825 3 5
2 2

x x− − − ≈ −+≈= =− 

2x   לפיכך האי־שוויון שקול לתנאים הבאים:  x>  1אוx x< ⇔ 

1קבוצת הפתרונות היא   2, (( ))x x∞ ∪ ∪ ∞−. 
 

39 נתון האי־שוויון: ד. 13
3 1

1
09 3 3

x

x x−⋅ ⋅ +
⋅ <− 

3xtנגדיר   9xt. מההגדרה נובע: =  . מתקבל האי־שוויון השקול=

   2
9 13

3 10 3
1

t
t

t
−
−

<
+

 ⇔ 

   2
9 13

3 10
1 0

3
t

t t
−
− +

− < ⇔ 

   
2

2
9 13 3 10 3)( 0

3 10 3
t t

t t
t− − +

− +
−

< ⇔ 

   
2

2
3 3 06

3 10 3
t t

t t
− +

− +
<− ⇔ 

 : -3נחלק את שני האגפים ב־ 
2

2 3
02

3 10
t t
t t

+ −
−

>
+

 ⇔ 

 נפרק לגורמים את המונה ואת המכנה: 

הריבועית    המשוואה  2פתרונות  2 0t t+ − השורשים)   = נוסחת  (לפי  1הם  2t = − 

2ו־ 1t  , ולכן: =

  2
1 22 ( )( ) ( 2)( 1)t t t t tt t t+ − = − − = + −  לפי הזהות 

2
1 2( )( )ax bx c a x x x x+ + = − − 
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2פתרונות המשוואה הריבועית   10 3 03t t− + 1הם  = 1 3t 2ו־  = 3t  , ולכן =

  ( )2
1 210 3 3( )( ) 3 1 3 ( 3)3t t t t t t t t− + = − − = − − 

) מתקבל האי־שוויון השקול   2)( 1)
3( 3) )

0
1 ( 3

t t
t t

−
− −

>
+ ⇔ 

 נסמן את נקודות ההתאפסות של המונה והמכנה על הישר: 
 

x
–2 1 3– 1

3 
 

מהאפשרויות:    אחת  כל  עבור  השמאלי  שבאגף  הביטוי  סימן  2tמניתוח  < −  ,

2 1 3t− < < ,1 3 1t< < ,1 3t< < ,3t  נקבל שהאי־שוויון שקול ל:  <

   3t 1או  < 3 1t< 2tאו  > < − ⇔ 

2tהאפשרות    < 3לא תיתכן, כי   − 0xt =  . לכן <

   3t 1או  < 3 1t< < ⇔ 

13 נחזור למשתנה המקורי:  3x 1או  < 03 3 3x− < < ⇔ 

)לפי מונוטוניות הפונקציה   ) 3xf x =: 1x 1או  < 0x− < < ⇔ 

)קבוצת הפתרונות היא   1,0 ,) (1 )∪ ∞−. 

  
 12תשובה 

32 א. 2logולכן   =8 8 3=. 

110 ב. 0.1− 10ולכן   = 0log .1 1= −. 

43 ג. 3logולכן   =81 81 4=. 

1 ד. 2 1.533 3· 33= 3logולכן   = 33 1.5=. 

102 ה. 2ולכן   =1024 10log 24 10=. 

1 ו. 2255 25logולכן   ==25 5 1 2=. 

) ז. )22 1 24 2 0.5 0.5− −= = 0.5logולכן   = 4 2= −. 

) ח.  )1 55 1 5 2 529 9 3 3= = 5ולכן   =
3 9log 2 5=. 

  
 13תשובה 

של   התחלתית  יתרה  בעלת  חיסכון  תוכנית  של    1000נתונה  וריבית  שנה  2%שקלים  בכל   .

)שנים סכום החיסכון הוא   tולכן כעבור    ,1.02סכום החיסכון מוכפל פי   ) 100 ·1 00 . 2tf t = 

 שקלים.

)מתקיים  tנמצא עבור איזה  א. ) 1100f t =: 

  1.021000·1.02 1.021100 1.1 1.1 4.8l g 1ot t t= = ≈⇔ ⇔ = 

 שנים.  4.81־שקלים כעבור כ 1100סכום החיסכון יהיה  

)מתקיים  tנמצא עבור איזה  ב. ) 2000f t =: 

  1.021000·1.02 1.02 log2000 2 2 35t t t= = ⇔ ≈⇔ = 

 שנים.   35שקלים כעבור כ־ 2000סכום החיסכון יהיה  
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 14תשובה 

2lo3 א. 3g2x x⇔ 2logלכן פתרון המשוואה היחיד הוא . == 3 1.585x = ≈. 

10log10 ב. 5 5x x⇔ 10logלכן פתרון המשוואה היחיד הוא . == 5 0.699x = ≈. 

2 נתונה המשוואה: ג. 4 7x x+ = 

2xtנגדיר   2 . נקבל:= 7t t+ = ⇔ 

  2 7 0t t+ − = ⇔ 

  1 29
2

t = − ± ⇔ 

2מכיוון ש־  0xt = 1 , אפשרי רק הערך החיובי: < 29
2

t = − + ⇔ 

   1 29
2

2x = − + ⇔ 

   ( )2 2
1 29 log 1

2
log 29 1x

 − + = −  −
 

= ⇔ 

)הפתרון היחיד הוא אפוא    )2 329 1log 1 1.13x ≈−= −. 

101 נתונה המשוואה  ד. 30x x−+ = 

10xtנגדיר:    . מתקבלת המשוואה=

  2 2 31 3 3 1 0
2

1 53t t t tt t
t

±+ = ⇔ ⇔ ⇔= =+ = − + 

 פתרונות המשוואה הריבועית הם 

   21
5 50.382, 2.6183 3

2 2
t t− += ≈ ≈=  

110x נחזור למשתנה המקורי:  t=  210אוx t= ⇔ 

   1 10logx t=  10או 2logx t= ⇔ 

)  : אפואהפתרונות הם   )( )1 10 1 10log log 3 2 0. 185 4x t = − ≈ −= 

   ( )( )2 10 2 10log log 3 2 0.4 85 1x t = + ≈= 

  

 15תשובה 
 

 לפי נוסחת הלוגריתם של חזקה, א.

  1 log1log log ( ) ·logn
a a a

n bb b b
n n

= = = 

 לפי נוסחת הלוגריתם של מנה,  ב.

  1log log 1 log 0 log loga a a a ab b b
b
= − = − = − 

 לפי נוסחת שינוי הבסיס, ג.

  
log 1log
log log

a
b

a a

a
a

b b
= = 
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 16תשובה 

2   א.  2 2 2
7 17 log 56 log loglog 3

56 8
− = = = −  

)   ב.   ) ( ) ( )
( )

0.5 0.5
2 2 20.5

2 0.5
2 2

log 0.5 log 0.5 log 16
0.5

log
16

log 16
22 log

⋅
=⋅

+
= 

   ( )20.5log 0.5 4
2 0.5 7

0.5
·( 1) 4= −= +

+
= 

2   ג. 2
2 4 2 2

2

log 100 log 100
log 5 log 100 log 5 log 5

log 24
− = − = − 

   
2 2 2 2

2 2

log 5 log 5 log 10
5 1log log 1

10 2

100 log= − −

= = = −

=
  

בעזרת  הערה   הבסיס,  לאותו  הלוגריתמים  כל  את  להעביר  דאגנו  זה  תרגיל  בפתרון   :

ש נוספים,  נוסחת  לוגריתמים  בחוקי  שימוש  מאפשרת  זו  נפוצה  טקטיקה  הבסיס.  ינוי 

 המסייעים להגיע אל הפתרון. 
 

22 נתון הביטוי: ד.  43 log 12 log 18log − −  

 : 2, ונעביר את כל הלוגריתמים לבסיס נפשט כל מחובר בנפרד 

   2 2
22

2
log

2
log 3 log 3

3 2log 3
0.5log

= = = 

   ( )2 2 2 2 23 log 3 log 4 log 3 2log 12 log 4 == ⋅ + = + 

   

( ) 2
22 2 2 2

2 2
4

2
2

log 2log 18 log 2

3

log 1 log 3
l

9
og 18

log 4 log 4 2 2
1 2

9

log 3 1 l
2

og
2

⋅
= = =

= =

=

+

+ +

+
 

22 ביחד, נקבל:   43 log 12 log 18log − −  

   ( )2 2 2 512log log
2

3 2 log 3 3 2. = − + − = −


+ 


 

2   .ה 2
22 2 2log (4 4 log lo) log gxy x y+= +  

   2 22 log 2logx y= + + 

    ו. 
100

100
5 5 5 55log log 1log 5 100log l 5og

25
x x

y
x yy −= =−  

   

( )

( )
5 5 5

5 5

5 5

1100log log
2
110

2

5 log

1 lo0 glog
2
1 1100log log
2

x y

x

x y

y

=

− +

=

+

− −

−

= 
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 ג:15נסתמך על הזהות שבשאלה  ז.

   ( )2 2log log 2 g2log lo log log 44x y x y x yy x y x y x⋅ = ⋅= ⋅ ⋅ =  

)    ח.   ) log log lolog ga b a b
a a a a bb ba aa b a⋅ = + +⋅ 

   
( )

log log lo

2

g

log log log

l

1
2

1
2

1 1log
2 2

1 1log
2

og

a a a

a a a

a a

aa

a b b a ab

a b b a b

a b b b

b b

= + +

= + + +

= +

=

+



+

+
 


++

 

 
 17תשובה 

ln :לפי הגדרת הלוגריתם הטבעי א. log 1ee e= = 

   5 5 5ln log ( )ee e == 

ln   ב. 5 1.609≈ 

0aלכל  ג.  מתקיים, לפי נוסחת שינוי הבסיס:  <

   10
log

log log
log 10 ln10

lne
a

e

a aa == = 

ln10 לכן:   2.302ln
log

a
a
= ≈ 

0aלכל  ד. ) ממשי: bולכל  < ) ( )lnln ln ba bb a a be e e a⋅= = = 

 
 18ובה תש

3logנפתור את המשוואה  א. 2x לכך ש־= לפי הגדרת הלוגריתם, היא שקולה   :23x = .

9xלכן הפתרון היחיד הוא  =. 

2  נתונה המשוואה: ב. 4log 5log x x+ = 

 לפי נוסחת שינוי הבסיס: 
2

2 2
4

log log
log

log 4 2
x x

x == 

2  מתקבלת המשוואה השקולה:  2 51l
2

logog x x+ = ⇔ 

   2 53 log
2

x = ⇔ 

   2
10log
3

x = ⇔ 

   10 32x = ⇔ 

)לכן    )10310 32 2 10.079x = =  הוא הפתרון היחיד של המשוואה. ≈

2log5  נתונה המשוואה: . ג 9x =  

)2נפעיל את הפונקציה   ) log xf x  fעל שני האגפים (מתקבלת משוואה שקולה כי  =

)  היא פונקציה חח"ע):  )2log
2 25 log 9log x = ⇔ 
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2  לפי חוקי הלוגריתמים:  2 2 9lo 5g log logx =⋅ ⇔ 

    2
2 5

2

log 9
9

l
o

og 5
l g logx == ⇔ 

5log  לפי הגדרת הלוגריתם:  92x = ⇔ 

5logלכן הפתרון היחיד הוא   92 2.576x = ≈. 

ln נתונה המשוואה: ד. ln 2x = 

lnלפי הגדרת הלוגריתם הטבעי קיימת שקילות:   bea b a= ⇔ =. 

2ln  המשוואה שקולה ל:לכן   x e= 

2ex  על המשוואה שהתקבלה:נפעיל את אותו שיקול שוב   e= 

2לכן פתרון המשוואה היחיד הוא   1618.178ex e= ≈ 

את  הערה   להפעיל  היא  נוספת  פתרון  דרך  )הפונקציה  :  ) xf x e=  האגפים שני  על 

כי  שקולה  משוואה  חח"ע): f(מתקבלת  פונקציה  lnמהמשוואה   היא  ln 2x נקבל  =
ln ln 2xe e= 2, כלומרln x e=  נפעיל את .f  ,פעם נוספת על שני האגפים שהתקבלו

2lnונקבל שוויון שקול  x ee e= 2, כלומרex e=. 

log  נתונה המשוואה: ה. ( 1) 2x x + =  

0x כדי שהאגף השמאלי של המשוואה יהיה מוגדר, צריך להתקיים:  1xו־ < ≠ . 

21x  , המשוואה שקולה ל:הנחה זותחת   x+ = ⇔ 

    2 1 0x x− − = ⇔ 

    
2

1 5x = ± ⇔ 

    1 5 0 61
2

. 8x − −= 1או  ≈ 5 1.6
2

18x += ≈ ⇔ 

0xכאמור, אנו מניחים ש־   . לכן הפתרון השלילי נפסל: <
2

1 5x = + ⇔ 

המספר   כי  )מצאנו  ) .51 2 1 618x = + תשובה    –  חתך הזהב (הנקרא   ≈ ג  21ראו 

 ) הוא הפתרון היחיד של המשוואה. 3בשיעור 

2ln  נתונה המשוואה: ו.   ln 2x xe e+ = 

0x  כדי שהאגף השמאלי של המשוואה יהיה מוגדר, צריך להתקיים:   נניח שתנאי זה   . <

lnמתקיים. לפי הגדרת הלוגריתם הטבעי,  xe x= :מכאן נובע . 

   ( )22ln ln 2x xe e x= = 

2 מתקבלת המשוואה השקולה:  2x x+ = 

   2 2 0x x+ − = 

    1
2

3x = − ± ⇔ 

    1x 2xאו  = = − ⇔ 

0xכאמור, אנו מניחים ש־  1x . לכן הפתרון השלילי נפסל: < = ⇔ 

1xמצאנו כי הפתרון היחיד של המשוואה הוא   =. 
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 277       7פתרונות לשאלות בשיעור 

)log  נתונה המשוואה: ז.   1)log 1.5
2
xx +

− =  

0x  כדי שהאגף השמאלי של המשוואה יהיה מוגדר, צריך להתקיים:   נניח שתנאי זה   . <

2log  : 2מתקיים. נכפול ב־ log( 1) 3x x− + = ⇔ 

2log נעביר אגפים:   3 log( 1)x x= + + ⇔ 

)נפעיל את הפונקציה החח"ע    ) 10xf x  על שני האגפים:  =

    2log 3 log( 1)10 10x x+ += ⇔ 

)  נפשט לפי חוקי החזקות:   )2log 3 log( 1)1 100 10x x+= ⋅ ⇔ 

2  לפי הגדרת הלוגריתם:  1000( 1)x x= + ⇔ 

    2 1000 1000 0x x− − = ⇔ 

    
2

1000 1,004,000
x =

±
 ⇔ 

 מבין שני הפתרונות, הפתרון שבו נבחר סימן המינוס הוא שלילי, כי:  

   1,004,000 1,000,000 1000 1000 1,004,000 0> = ⇒ − < 

0xפתרון זה נפסל לאור ההנחה ש־   . לכן: <

  
1000 1,004,000

1000.999
2

x
+

≈= ⇔ 

 וזה הפתרון היחיד של המשוואה. 

log  נתונה המשוואה:ח.   log( ) 1x x⋅ − = 

logכדי שהביטוי   x  0יהיה מוגדר, צריך להתקייםx >. 

)logכדי שהביטוי   )x−  0יהיה מוגדר, צריך להתקייםx− 0x, כלומר < <. 

של    ערך  אף  עבור  מוגדר  אינו  המשוואה  של  השמאלי  באגף  הביטוי  ומכאן  xלכן   ,

 שלמשוואה זו אין פתרון. 

 
 19תשובה 

log  נתון האי־שוויון: א. 2x ≥ − . 

הפונקציה    את  )נפעיל  ) 10xf x מתקבל   = ולכן  עולה,  זו  פונקציה  האגפים.  שני  על 

log אי־שוויון שקול: 210 10x −≥ ⇔ 

2 לפי הגדרת הלוגריתם:  0.0110x − =≥ ⇔ 

,0.01]קבוצת הפתרונות היא   )∞. 
 

)log נתון האי־שוויון:  ב.  1) log 3x x+ − >  

0xכדי שהאגף השמאלי יהיה מוגדר צריך להתקיים התנאי   זה < נניח מעתה שתנאי   .

 מתקיים. 

)log נעביר אגפים:   1) 3 logx x+ > + ⇔ 

)נפעיל את הפונקציה העולה   ) 10xf x  על שני האגפים:  =

   log( 1) log310 10 10x x+ ⋅> ⇔ 

   1 1000x x+ > ⇔ 
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   999 1x < ⇔ 

   1
999

x < ⇔ 

0xכאמור, הנחנו ש־  0,1). קבוצת הפתרונות היא אפוא < 999). 

2    נתון האי־שוויון: ג. 4l g
4

o log xx ≥  
 
 

  

צריך    מוגדר,  יהיה  זה  שאגף  כדי  השמאלי.  האגף  של  ההגדרה  תחום  מה  תחילה  נברר 

0xלהתקיים   וגם  <  ,2log 0x מתקיים  ≤  .20 log והפונקציה  =1  ,2( ) logf x x= 

האי־שוויון   לכן  2logעולה,  0x ש־  ≤ לכך  1xשקול  התנאי ≤ את  גורר  זה  תנאי   .

0x 1xלכן האגף השמאלי מוגדר עבור  .< , ובתנאי זה מוגדר גם האגף הימני. נניח ≤

1xהתנאי  מעתה ש  מתקיים.  ≤

 נפשט את האגף הימני:  

   2 2
4 4 4 4

2
l 1og log log 4 log 1

4
log log

1
l4 og 2

x x x
x x  = − = − = 


− = −


  

2 מתקבל האי־שוויון השקול: 
2

log
1log

2
x

x ≥ − ⇔ 

2logtנגדיר:   x= .1ש־(ומההנחה   מההגדרהx 0tנובע ש־ )≤ ≥. 

1 מתקבל האי־שוויון השקול: 
2

t t≥ − ⇔ 

sנגדיר:   t= .0מההגדרה נובע ש־s ≥. 

 מתקבל האי־שוויון השקול: 
2

1
2
ss ≥ − ⇔ 

   2 22 02 2 2s s s s≥ ⇔− − ≤− ⇔ 

2פתרונות המשוואה   2 2 0s s− − 12 הם: = 32 1
2

s ±= = ±  

31 לכן נקבל תנאי שקול  3 1s≤− ≤ + ⇔ 

0sיחד עם האילוץ   0 מתקבל התנאי השקול ≤ 1 3s≤ ≤ + ⇔ 

t: 0נחזור למשתנה   1 3t≤ ≤ + ⇔ 

 נעלה בריבוע (מותר כי כל האגפים אי־שליליים): 

   ( )20 1 3 34 2t =≤ +≤ + ⇔ 

x: 20נחזור למשתנה   log 34 2x≤ ≤ + ⇔ 

)נפעיל על כל האגפים את הפונקציה העולה   ) 2xf x =: 

   4 2 3 4 2 3 31 2 42 162x +≤ =≤ ⋅ ⋅= ⇔ 

3קבוצת הפתרונות היא   ][1,16 4⋅. 

)  נתון האי־שוויון: ד.  )ln 2ln xx x> 

להתקיים    נדרש  מוגדר  יהיה  השמאלי  שהאגף  0xכדי  lnוגם   < 0x מכיוון .  <

0ש־ ln1=   והפונקציה( ) lnf x x= ש־ לכך  שקול  האחרון  התנאי  1xעולה,  לכן  <  .

1xהאגף השמאלי מוגדר כאשר    , ואנו נניח מעתה שתנאי זה מתקיים. <
 

 .נעזרנו בנוסחת שינוי הבסיס 
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העולה תחת הנחה זו, שני האגפים הם חיוביים.    הפונקציה  את  האגפים  שני  על  נפעיל 

( ) lnf x x=: 

   ( )( )ln 2ln ln lnxx x> ⇔ 

nl  לפי חוקי הלוגריתמים:  2ln ln lnx xx >⋅ ⇔ 

lnמתקיים  כאמור,  0x ln את שני האגפים במספר זה:. נחלק < ln 2x > ⇔ 

)נפעיל על שני האגפים את הפונקציה העולה   ) xf x e=: 2ln x e> ⇔ 

2ex נפעיל שוב את אותה פונקציה:   e> ⇔ 

)2היא קבוצת הפתרונות   ),ee ∞.  

 
 20תשובה 

logמהנתון  5a b  נובע:   =

   2 2 2
3 log1 1 1 5 5log

3 3 3 2 6
lo

g
g

lo
a

a a
a

b
b

a
b ⋅= = = = 

 
 21תשובה 

2ln(5 נתונה המשוואה: א. ) 8 lnx x= + 

להתקיים   צריך  מוגדר  יהיה  הימני  0xכדי שהאגף  מתקיים,  < זה  נניח מעתה שתנאי   .

 ואז מוגדר גם האגף השמאלי. לפי חוקי הלוגריתמים, נקבל:

   ln 5 2ln 8 lnx x+ = + ⇔ 

   ln 8 ln 5x = − ⇔ 

  
8 8

8 ln 5
ln 5 5
e e

e
x e − = == ⇔ 

8לכן הפתרון היחיד הוא   5 596.192x e= ≈. 

8log נתונה המשוואה: ב. log 8 4xx + = 

0xכדי שהאגף השמאלי יהיה מוגדר צריך להתקיים    1xו־ < . נניח מעתה שתנאי זה ≠

 מתקיים.

8logtנסמן:    x= 1. מהתנאיx 0tנובע ש־ ≠ ≠. 

logלפי הזהות   1 logb aa b=  ג), מתקיים 15(ראו שאלה 

   
8

1 1log 8
logx x t

= = 

1 מתקבלת המשוואה השקולה:  4t
t

+ = ⇔ 

   2 21 4 4 1 0tt t t+ = − + =⇔ ⇔ 

   12 34 2
2

t ±= = ± ⇔ 

 נבחן כל אפשרות בנפרד:  

   2 3
8 23 82 log 3t x x += ⇔= + ⇔ + = 

   2 3
8 23 82 log 3t x x −= ⇔= − ⇔ − = 

2יש שני פתרונות למשוואה: לכן   38x ±=. 
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2 נתונה המשוואה:  ג. 2 2 2x x+ = 

0xיהיה מוגדר צריך להתקיים  שמאליכדי שהאגף ה   . . נניח מעתה שתנאי זה מתקיים<

2tנגדיר   x=.  ,לפי חוקי החזקות( )22 2 2 2x x t= =. 

2 מתקבלת המשוואה השקולה:  2t t+ = ⇔ 

   2 2 0t t+ − = ⇔ 

   
2
1 21 4t − ±= + ⇔ 

2, מה שאינו אפשרי כי tבחירת סימן המינוס מובילה לערך שלילי של   0t x= . לכן  <

 תיתכן רק האפשרות: 

   
2
1 21 4t − += + ⇔ 

 :xנשים לב שמספר זה הוא חיובי. נחזור למשתנה  

   2
2

4 21 1x +− += ⇔ 

1כדי לפתור את המשוואה, נעלה את שני האגפים בחזקת    2: 

   ( )
2

2
1 2

1
1 4 21
2

x
 − +



+ =



 ⇔ 

12האגף השמאלי הוא   2x x x=  . מכאן: =

  
1 2

1 0.1 84 2 47
2

x
 − + ≈




+ =



 ⇔ 

 וזהו פתרון המשוואה היחיד. 
 

10x נתונה המשוואה: ד. x = 

0xיהיה מוגדר צריך להתקיים    שמאליכדי שהאגף ה  ,  . נניח מעתה שתנאי זה מתקיים≤

0xונשים לב ש־  0xכי  <  לא מקיים את המשוואה. =

21 נבטא את האגף השמאלי באופן הבא:   0.5 1 3.5x x xx x x= ⋅ = = ⇔ 

3 מתקבלת המשוואה השקולה   2 10x = ⇔ 

בחזקת    האגפים  שני  את  2נעלה  שהאגף 3 נקבל  הקודם,  הסעיף  לפתרון  בדומה   .

) :xהשמאלי הוא  )232 310 10x = = ⇔ 

 וזהו פתרון המשוואה היחיד. 
 

 22תשובה 

1 נתון האי־שוויון:  א. 24 2510x x x+ + ≥+ 

1 לפי חוקי החזקות:   14 444 4x x x+ = =⋅ ⋅  

   2 2110 10 100 100x x x+ =⋅ ⋅= 

04 לפיכך:   04 1 2510x x x≥+⋅ ⋅ ⇔ 

25x: 4נחלק את שני האגפים ב־  10100 1
5

4
25 2

x x

x x⋅ + ⋅ ≥ ⇔ 

 130 השאלה בעמוד  
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   4 100 1104
25 52

x x
   

 


⋅


+ ⋅ ≥ 
 

 ⇔ 

10נצמצם את השבר   25 : 4 100 14
2

2
55

x x
 ⋅  

 


+


⋅ ≥ 
 

 ⇔ 

)כעת נגדיר:    )2 5 xt 0t. משתנה זה מקיים: =  . כמו כן, <

   
2 2

2 2 4
55 2

2
5

xx x
t

       = = =            
 

2 מתקבל אי־שוויון שקול:  2 04 100 4 11 100t t t t≥+ −⇔ ≥+ ⇔ 

24נפתור את המשוואה הריבועית   100 1 0t t+ − =: 

   
1,2

1 2

100 10016
8

100 10016 100 100160, 0
8 8

t

tt

− ±=

− − − +⇒ = < = >
 

 לפיכך האי־שוויון הריבועי שקול לתנאים הבאים: 

    2t t≥  1אוt t≤ ⇔ 

1tהאפשרות    t≤   0לא תיתכן, כיt 2t . נותרת האפשרות: < t≥ ⇔ 

   2
2
5

x
t 

  ≥
 

 ⇔ 

2הפונקציה   5( ) logf x x=   כי 2יורדת,  5 ונקבל >1 האגפים  שני  על  אותה  נפעיל   .

 אי־שוויון שקול בכיוון הפוך: 

   ( )( )2 0.5 42 log 100 10016 8 6log 5.02x t = + ≈≤ − ⇔ 

2קבוצת הפתרונות היא   25 ]( , log t−∞. 
 

log נתון האי־שוויון: ב. log xx ≤ 

להתקיים    צריך  מוגדר  יהיה  0xכדי שהאגף השמאלי  logוגם  < 0x כלומר ≤  ,1x ≥ .

 תנאי זה מבטיח שגם האגף הימני יהיה מוגדר. נניח מעתה שתנאי זה מתקיים.

o1 :לפי חוקי החזקות, נקבל אי־שוויון שקול  log
2

l g xx ≤ ⇔ 

logtנגדיר:   x= 0. בהתאם להנחה, מתקייםt  . נקבל משוואה שקולה:≤

   
2
t t≤ ⇔ 

0tעבור    ש־  = בהנחה  מתקיים.  0tהאי־שוויון  ב־ < האגפים  שני  את  נחלק   ,t ,

2t : 2ונכפול ב־ ≤ ⇔ 

   4t ≤ ⇔ 

log נחזור למשתנה המקורי:  4x ≤ ⇔ 

   4 1000 01 0x ≤ = ⇔ 

1xכאמור, הנחנו ש־   .[1,10000]קבוצת הפתרונות היא אפוא  .≤
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ln(6 נתון האי־שוויון: ג. ) 1 lnx x− ≤ − 

0xכדי שהאגף הימני יהיה מוגדר, צריך להתקיים   . כדי שהאגף השמאלי יהיה מוגדר, <

6צריך להתקיים  0x− 6x, כלומר < 0. נניח מעתה שמתקיים: > 6x< <. 

ln נעביר אגפים:   ln(6 ) 1x x+ − ≤ 

   ln (6 ) 1 lnx x e− ≤ = 

6) עולה: lnמכיוון שהפונקציה   )x x e− ≤ 

   2 06x ex − + ≥ 

  נפתור את המשוואה הריבועית: 

   2 6 36 4 3 9
2

0 6 ex x ex e ± −⇒ =+ = ±− = − 

1 נסמן:   23 , 939x e x e=−= +− − 

1  אז  20.494, 5.506x x≈ ≈ 

2x  והאי־שוויון הריבועי שקול לתנאים:  x≥  1אוx x≤ 

0בשילוב עם ההנחה   6x<  מתקבלים התנאים הבאים: >

   2 6x x≤ 10או  > x x< ≤ 

1קבוצת הפתרונות היא    2 )( ][ [3 90, ] ,6) (0,3 9 ,6x x e e−∪ ∪= +− −.  
 

 23תשובה 

ההנדסית   הסדרה  1נתונה  2, ,..., na a a  בהכרח אז  חיוביים.  איבריה  שכל   ,1 0a >  

2ו־  1 0q a a= 1. לכל  < 1i n≤ ≤ 1iמתקיים, לפי הגדרת הסדרה ההנדסית,    − ia a q+ =  .

 לכן: 

  
3

331
3

1i i

ii

a a
q

aa
+ += = 

שבסדרה   נובע  31מכאן 
3 3

2, ,..., na a a  זו סדרה  קבוע.  הוא  סמוכים  איברים  בין  היחס 

 היא אפוא סדרה הנדסית.

 
 24תשובה 

 tאת השיעור שבו מוכפל סכום החיסכון בשנה אחת. סכום החיסכון לאחר   qנסמן ב־  א.

500שנים הוא   tq⋅ :3.5500 . מהנתון נובע 700q⋅ = 

  3.5 700 7
500 5

q = =⇒ 

  
1 3.5 2 77 7 1.101

5 5
q    = = ≈   

   
⇒ 

1qאת שיעור הריבית השנתית. אז   rנסמן ב־   r=  ולכן   +

  
2 771 1 0.101

5
r q  = − = − ≈ 

 
 

 .10.1%שיעור הריבית הוא אפוא  
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  שקלים, נפתור את המשוואה: 600כדי לגלות מתי הגיע החיסכון ל־ ב.

  500 600tq =⋅ 

  600 6
500 5

tq = = 

 
2 7

6ln6 5log
5 ln 7

5
l

ln 6 ln 5 ln 6 ln 5 7 ln 6 ln 5 1.89
2 7 2 ln 7 ln 5nln 7 5

qt
q

= =
      

− − −⋅
−



≈



= = = 

 שנים לאחר ההפקדה הראשונית. 1.89שקלים כ־  600החיסכון הגיע ל־ 

 
 25תשובה 

0aנתון   :, :, ונתונה הפונקציה≠ (0, ( )) af f x x∞ → = 

0aנניח ש־ א.  עולה: fונוכיח ש־ <

1יהיו    2,x x   המקיימים חיוביים  ממשיים  1מספרים  2x x<.   2אז 1 1x x הפונקציה <  .

( )2 1( ) tg t x x=  2 עולה, ולכן 2

1 1

0
1

ax x
x x

   
> =   

   
 

   2 1 2
2

1
1

1 ( ) ( )
a

a a
a x

x
f fx x

x
x⇒> > >⇒⇒ 

 עולה. fלכן   

0aכעת נניח ש־   יורדת:  f, ונוכיח ש־>

1בדומה למקרה הקודם, אם   2x x<   2אז 1 1x x  ולכן  <

  2 2 2
0

2 1 2 1
1 1 1

1 )1 ( ) (
a a

a a
a

x x
x

x
x f x

x
f x

x x
   

< = < <   
  

⇒


⇒ < ⇒  

 יורדת. fלכן   
 

הפונקציה   ב. שתמונת  ,0)היא   fנוכיח  לכל  ∞(  .(0, )x ∈ )מתקיים   ∞ ) 0af x x= > ,

0)כלומר   )) ,(f x ∈ יהי  ∞ כעת   .y   נגדיר כלשהו.  חיובי  1מספר  ax y=  אז  .

(0, )x ∈ ) , ומתקיים: ∞ ) ( )1 · 11( )
a a aa ay y yx yf x = == = = 

Im. לכן  fהוא ערך של הפונקציה  yלכן    (0, )f = ∞. 
 

היא מונוטונית, ולכן היא חח"ע. נמצא את הפונקציה  fבסעיף א הוכחנו שהפונקציה   .ג

אם  ,0)ההפוכה:  )y ∈ )ו־ ∞ )f x y=   ,ב בסעיף  שראינו  כפי  )1אז  )af y y=  ומכך  ,

1חח"ע נובע ש־ fש־ ax y= 1. לכן 1( ) af y y− 1, ומכאן ש־= : (0, ) (0, )f − ∞ → ∞ 

1היא הפונקציה   1( ) af x x− =. 

 :aמספר טבעי, הפונקציה ההפוכה היא פונקציית השורש מסדר  aבפרט, במקרה ש־ 

   1( ) af x x− = 
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 26תשובה 

)1היא הפונקציה ההפוכה לפונקציה   aפונקציית הלוגריתם לפי בסיס  ) xf x a=. 

מסדר   aכאשר   השורש  פונקציית  טבעי,  לפונקציה  aמספר  ההפוכה  הפונקציה  היא 

2 ( ) af x x= ,ההבדל בין שני המקרים הוא שבמקרה הראשון בסיס החזקה .a הוא מספר ,

החזקה,  ומעריך  משתנהxקבוע  החזקה,   ;,  מעריך  השני  ובסיס  aובמקרה  קבוע,  הוא   ,

 , משתנה.xהחזקה, 
 

 27תשובה 

ש־   mנניח  ∈   ,'m ∈   ,n ∈   ,'n ∈   ש־ 'כך  'm n m n=  ויהי  ,a  ממשי מספר 

)חיובי. נוכיח שמתקיים  ) ( ) ''m mn na a= נגדיר .( )1
mnx a= ,( ) ''

2
mnx a=. 

  של מספרים אלה: nn'נתבונן בחזקות ה־

  
( ) ( )' '

' '
1

mnnn nnnn nm n mx a a a = = = 
  

  
( ) ( )' '' '

''' '
2

m nnnn m nm nnn nx a a a = = = 
  

'מהנתון  'm n m n=   (על ידי כפל באלכסון) נובע' 'mn m n=  לכן .' '
1 2
nn nnx x= . 

בפונקציה  נתבונן  )'כעת  ) nnf x x=  בשאלה שהוכחנו  כפי  מונוטונית   f, 6בשיעור    30. 

,0]בקטע   מהשוויון   ∞( זה.  בקטע  חח"ע  1ולכן  2( ) ( )f x f x=  ש־ 1נסיק  2x x= כפי  ,

 שרצינו להוכיח.
 

 28תשובה 

110  : ספרות הוא kהקטן ביותר בעל   הטבעי המספר א. 1000...000k − =


  
 
10  : ספרות הוא kהגדול ביותר בעל   הטבעי המספר  1 999...999k − =



.  
  
טבעי    מספר  בהינתן  בעל   nלכן,  הוא  שלו  העשרוני  מתקיימים   kשהייצוג  ספרות, 

110 האי־שוויונות 10k kn− ≤ < 

)נפעיל את הפונקציה העולה   ) logf x x= :על כל האגפים 

  lo1 g n kk ≤− <⇒ 

1 ), מכאן נובע6לפי הגדרת החלק השלם (ראו שיעור   logk n− =   ⇒ 

log ולכן    1k n= +  ⇒ 

 הוכחנו את הנוסחה המבוקשת. 
 

 הוא  10002לפי הנוסחה שהוכחנו בסעיף הקודם, מספר הספרות בייצוג העשרוני של  ב.

   ( )1000log 2 1 1 1log 2000  + = +   ⋅ 

logהספרות הראשונות בייצוג העשרוני של     הן:  2

   log 2 0.301029995...= 

   1000log 2 301.029995...=⇒ 

   1000log 2 301=  ⇒ 

 ספרות בייצוג עשרוני. 302יש  10002לכן במספר   
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1,000,000 כמו כן,  
2log 2 1,000,000log 2 301029.995...= = 

   1,000,000
2log 2 1 301029 1 301030  + = + = ⇒ 

 ספרות בייצוג עשרוני.  301,030יש  10000002לכן במספר   
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 8פתרונות לשאלות בשיעור 
 

 1תשובה  

=90 א. °ABD .ישרהת זו היא  זווי . 

=70 ב.  °FED .החדת זו היא  זווי . 

=70 ג. = ° DEF FED .חדהת זו היא  זווי . 

=180 ד. °ABC .שטוחה ת זו היא זווי . 

50α ה.  = = °FDE .חדהת זו היא  זווי . 

=60 ו. °DFE .חדהת זו היא  זווי . 

=140 ז.  °BDF .ה קהת זו היא זווי . 

=160 ח.  °FEC .קהה ת זו היא זווי . 

 

 2תשובה  
 לכן . γוכמותה גם , 30°ת של  זוויל  הת משלימזווי יאה α .א

   180 30 150α γ= = ° − ° = ° 

 β  30, לכן  30°ת של  זווית קודקודית לזוויהיאβ = °. 

    

20δ, לכן  20°ת של  זווית קודקודית לזוויהיא  δ ב.  = °. 

 β  001, לכן  100°ת של  זווית קודקודית לזוויהיאβ = °. 

,הזוויות    ,β γ δ  180 ת שטוחה, לכןזווימכסות ביחדβ γ δ+ + = ° 

  180 180 100 20 60γ β δ= ° − − = ° − ° − ° = °⇒ 

60α, לכן γת זוויקודקודית ל αהזווית    γ= = ° . 

 

 3תשובה  

 המקביל לישר התחתון (ולכן גם לישר העליון):  mנעביר ישר   70°בת  הזוויתדרך קודקוד 

 

 
 

70βלפי הנתון,   γ+ = °. 

β  30, לכן  30°ת של  זווי ת מתחלפת עם זוויהיאβ = ° . 

70מכאן,  40γ β= ° − = ° . 

40α. לכן  γמתחלפת עם   αהזווית   = ° . 

 139  השאלה בעמוד  
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 4תשובה 

 ות מתאימות.זווי א.

 ות קודקודיות.זווי ב.

 אין קשר בין הזוויות.  ג.

 ות חד־צדדיות.זווי ד.

 ות מתחלפות.זווי ה.

 ות משלימות.זווי ו.

 

  5תשובה 

105  , ולכן 180°סכום הזוויות במשולש הוא  א. 40 180α + ° + ° = ° 

   180 145 35α = ° − ° = °⇒ 

 

90 באופן דומה:  ב. 35 180α + ° + ° = ° 

  180 125 55α = ° − ° = °⇒ 

 

2 דומה:  באופן ג. 120 180α α+ + ° = ° 

  3 60α = °⇒ 

  20α = °⇒ 

 נסמן את הזוויות הבאות:  ד.

 
 

70 מהמשולש הימני נקבל:  80 180β + ° + ° = ° 

  30β = °⇒ 

 γ היא קודקודית ל־β  30, לכןγ = °. 

90 מהמשולש השמאלי נקבל:  180α γ+ ° + = ° 

  90 60α γ= ° − = °⇒ 

 

 6תשובה 

שבמשול בשלילה,  שתי  נניח,  יש  מסויים  נסמן    ותזוויש  ישרות.  או  קהות  אלה  זווישהן  ות 

90α. מתקיים אפוא  βוב־ αב־ ≥ 90βו־  ° ≥ °  . 

0γהזווית השלישית במשולש. בוודאי מתקיים  γתהי   . לכן: <

  180 90 90 180α β γ γ° = + + ≥ ° + ° + > ° 

 ת אחת שהיא קהה או ישרה.זווילכל היותר במשולש קיבלנו סתירה, ולכן יש 

 

 143 השאלה בעמוד  
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 7תשובה 

 ות המצולע בתוך המצולע: זווינקפיד לסמן את 
 

 
 

 8תשובה 

 המצולעים בסעיפים א,ג קמורים.

מצולע, שהקטע כל  זוג נקודות בתוך  המצולעים בסעיפים ב,ד אינם קמורים. באיורים מודגם  

 ביניהן אינו נמצא כולו בתוך המצולע. 

                      
 

 9תשובה 

≅ א. ABC FED 

ABCD ב. FEHG≅ 

שאורכה   ג. אחת  צלע  רק  יש  הימני  במצולע  כי  חופפים,  אינם  ובמצולע  2המצולעים   ,

 ש שתי צלעות כאלה.השמאלי י

 

 10תשובה 

,נסמן את קודקודי המרובע ב־  א. , ,A B C D נעביר את הקטע  , וBD: 
 

 
 

=ABD ,CDB : 7נתבונן במשולשים    =AB CD 

   5= =AD CB 

   =BD DB 

≅ לפי משפט החפיפה צ.צ.צ:   ABD CDB 

=לפיכך    A C כלומר ,α β=.   
 

 149 השאלה בעמוד  

 

 149 השאלה בעמוד  

 

 153 השאלה בעמוד  
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= הן קודקודיות. לכן:  AEB ,CEDהזוויות   ב. AEB CED 

=2 כמו כן מתקיים:  =AE CE 

   1= =BE DE  

≅ לפי משפט החפיפה צ.ז.צ:   AEB CED 

AB= בפרט:   CD  

 

 11תשובה 

ובו   א. שווה־שוקיים  משולש  הן  זווינתון  הבסיס  ב־20°ות  נסמן   .α    הראש זוויאת ת 

אפוא  זוויבמשולש.   הן  המשולש  ,ות  20 ,20α ° הוא  ° במשולש  הזוויות  סכום   .180° ,

20 ולכן:  20 18 10 40α α+ ° + ° = ° ⇒ = ° 
 

ובו   ב. שווה־שוקיים  משולש  היא  זווינתון  הראש  ב־80°ת  נסמן   .α    גודל ות  זוויאת 

2הבסיס. בדומה לסעיף הקודם:  10080 50180α αα α⇒ = °° = ⇒° =+ + ° 

 

 12תשובה 

=מתקיים  ABCנניח שבמשולש  B Cונוכיח ש־ ,=AB AC : 

ABC ,ACB : =ולשים  נתבונן במש B C 

  = C B 

  =CB BC 

≅ לפיכך, לפי משפט החפיפה ז.צ.ז: ABC ACB 

AB= מכאן נובע:  AC  
 

 13תשובה 

=מתקיים  ABCנניח שבמשולש  =  A B C. 

=בפרט מתקיים   B C  ולפי משפט (שהוכחנו בשאלה הקודמת), הצלעות שמול   8.23, 

ACות אלה שוות, כלומר  זווי AB=. 

=כמו כן מתקיים  A B  ולפי אותו משפט, נובע ש־=BC AC. 

=קיבלנו ש־  =AB AC BC  לכן ,ABC .הוא שווה־צלעות   

 

 14תשובה 

 .ABCנתבונן במשולש 

30נתון ש־  , 80 , 70= ° = ° = °  A B C. 

AA'מהמשולש  C  :מתקבל  
  ' 90 ' 90180 20A A AC CACC ⇒+ + ° = ° ° − = °=   

AA'מהמשולש  B  :מתקבל 

  ' 90 ' 90180 10A A AB BABB ⇒+ + ° = ° ° − = °=   

 

 158 השאלה בעמוד  
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 15תשובה 

 :מאונכים לישר  kו־  mנניח ש־ א.

 

 
 

 m   ו־k    מתאימות זהות עם הישר    ותזווייוצרים  הם מקבילים או 8.10, ולפי משפט ,

   זהים. 
 

⊥נניח ש־  ב. m  ו־k m  הישר .k   אינו מקביל ל־  כי אילו הוא היה מקביל ל־) אז ,

 , בסתירה להנחה).היה מקביל ל־ mגם   8.5לפי משפט 
 

 : ו־  m ,kכעת נתבונן בישרים  

  

 

  

לז  αהזווית    (כו־  mוית הישרה שבין  ושבאיור מתאימה  ולכן  בין   ותזווי,  מתאימות 

90αישרים מקבילים),  = ⊥. לפיכך,  ° k.   

 

 16תשובה 

 .ABCנתבונן במשולש 

30נתון ש־  , 80 , 70= ° = ° = °  A B C. 

'AA  הוא חוצה הזוויתA  לכן ,' ' 15= = ° BAA CAA . 

AA'מהמשולש  C :נקבל ' ' 180+ + = °  CAA C AA C 

  ' 180 ' 180 15 70 95= ° − − = ° − ° − ° = °  AA C CAA C⇒ 

 

 17תשובה 

AB=, ונניח שמתקיים ABCנתבונן במשולש  AC. 

' :BCהתיכון לצלע   AA'יהי   '=BA CA. 

; מתקיימים אפוא השוויונות הבאים: ' '; ' '= = =AB AC AA AA BA CA 

' לפי משפט החפיפה צ.צ.צ:  '≅ ABA ACA 

'בפרט מתקיים  'BAA CAA=   לכן ,'AA   הוא חוצה הזוויתA. 

' כמו כן,  '= AA B AA C 

'הזוויות   , ' AA B AA C  משלימות, לכן ותזוויהן ' ' 180+ = ° AA B AA C 

2 כלומר:  ' 180= °AA B 

' ומכאן,   90= °AA B 

 .BCאל הצלע   Aהוא גם הגובה מהקודקוד   AA'לכן  

 , מתלכדים. Aהוכחנו אפוא שבמשולש זה הגובה, התיכון וחוצה הזווית, היוצאים מהקודקוד

    
 

 160 השאלה בעמוד  
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 18תשובה 

 ב.  דלתון  טרפז  א.

 ד.  מקבילית ריבוע ג.

 ו.   דלתון  מלבן ה.

 ח.  מעוין  פיון מיוחד)מרובע (ללא א  ז.

 

 19תשובה 

, 5, וזוג צלעות נגדיות באורך  7הוכחנו שמרובע בעל זוג צלעות נגדיות באורך    א10בשאלה  

 זהה.  –הוא מקבילית. ההוכחה למקרה הכללי 

 

 20תשובה 

הקמור   א. בדלתון  =,(  ABCDנתבונן  =AB AD CB CD  ובאלכסונים  ,(AC    :הנקרא)

 את נקודת מפגש האלכסונים.  E). נסמן ב־אלכסון משני(הנקרא:  BD) ו־אלכסון ראשי

≅ לפי משפט החפיפה צ.צ.צ:   ABC ADC  

= לכן   DAC BAC 

= ומכאן   DAE BAE 

(  DABהמשולש    שווה־שוקיים  AB=הוא  ADו־  ,(AE    הראש זווית  חוצה  הוא 

 הוא גם תיכון וגובה במשולש זה.  AE,  8.27במשולש זה. לפי משפט 

DE=לפיכך,    BE  ו־AE BD⊥  מכאן, האלכסון .AC    חוצה את האלכסוןBD   וניצב

    לו.
 

 , כל הצלעות שוות זו לזו באורכן.  ABCDבמעוין   ב.

=,בפרט:    =AB AD CB CD    האלכסון א)  סעיף  (לפי  האלכסון    ACולכן  את  חוצה 

BD   .דומה,  וניצב לו BA,באופן  BC DA DC= האלכסון    = את    BDולכן  חוצה 

 . לכן שני האלכסונים ניצבים זה לזה וחוצים זה את זה.ACהאלכסון  

   סקנה תקפה לגביו.לבסוף, כל ריבוע הוא מעוין ולכן אותה מ 

 

 21תשובה 

ושתי   a, למלבן יש שתי צלעות שאורכן  bורוחבו הוא    aבהינתן מלבן שאורכו הוא   א.

2. לכן היקפו הוא bצלעות שאורכן   2+ + + = +a a b b a b. 
 

המלבן הערה   של  ורוחבו  שבו,  הארוכות  הצלעות  זוג  של  האורך  הוא  מלבן  של  אורכו   :

 הוא האורך  של זוג צלעותיו הקצרות. 
 

 163 השאלה בעמוד  

 

 164 השאלה בעמוד  

 

 164 השאלה בעמוד  
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,נניח שאורכי צלעותיו של משולש הן  ב. ,a b c. 

הוא    המשולש  =היקף  + +p a b cש־ נוכיח   .2<a p    להוכיח נוכל  דומה  (ובאופן 

b>2ש־ p 2ו־<c p:( 

> לפי אי־שוויון המשולש,   +a b c 

2 לשני האגפים: aנוסיף   < + + =a a b c p 

a>2 : 2נחלק ב־  p  
 

 22תשובה 

6·3 . שטחו הוא 6ו־  3המשולש הוא ישר־זווית ואורכי ניצביו הם  א. 9
2

= 

4·5 . שטח המשולש הוא4וגובה המשולש הוא  5אורך הבסיס הוא  ב. 10
2

= 

 נחלק את המשולש לשני חלקים כמתואר באיור: ג.

 

   

 

 
 

 . לכן שטח המשולש הוא2, וגובהו הוא 4ים יש בסיס באורך לכל אחד מהחלק 

   ·2 ·24 4 4 4 8
2 2

+ = + = 

 

 23תשובה 

 . 3. גובה הטרפז הוא 5ו־ 2הצורה היא טרפז. אורכי הבסיסים הם  א.

1 שטח הטרפז הוא  
2

5·32 10
2
+ = 

והגובה לצלע זו הוא   ,3הצורה היא מקבילית. אורך הצלע התחתונה של המקבילית הוא   ב.

4·3 . שטח המקבילית הוא 4 12= 

 

 24תשובה 

 נקודת המפגש של אלכסוניו. E, ותהי ABCDנתבונן בדלתון הקמור 

AC⊥, מתקיים  20כפי שהוכחנו בשאלה  BD. 

 .CDBהוא הגובה במשולש  CE, ו־ADBהוא הגובה במשולש  AEלפיכך,  

 לכן: 

   
( )

2

2
·

2

·

·

2
·

= + = +

+
= =

 ADBAB BC CDD
DB AE DB CES S S

DB AE CE DB AC
 

   כלומר, שטח הדלתון שווה למחצית מכפלת אלכסוניו.

 167 השאלה בעמוד  
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 25תשובה 

2 , מקיים (לפי משפט פיתגורס): cאורך היתר,   א. 2 21 2 5= + =c 

 c:( 5=c<0לפיכך (היות ש־ 

במשולש שוות זו לזו, והן לא יכולות    ותזווית ושווה־שוקיים. שתי  זווינתון משולש ישר־ ב.

. לכן שתי הזוויות שבין הניצבים ליתר שוות זו לזו, ומכאן )6להיות ישרות (לפי שאלה  

a=. לכן אורכי הניצבים, 3שהניצבים שווים זה לזה. אורך היתר הוא  b מקיימים ,: 

   2 2 2 23 9 9 3 3 22
2 22

⇒ ⇒ =+ = = = =a a aa  

3אורך כל אחד מהניצבים הוא    2 2. 

12נתבונן במלבן שמימדיו הם   ג. 5×. 

 ת. לפי משפט פיתגורס:זוויהוא ישר־ ABCהמשולש  

  
2 2 2 2 25 12 169= + = + =AC AD DC 

  169 13= =AC⇒ 

 . 13 אורך האלכסון הוא 
 

 26תשובה 

 .על הישר  Pהיא היטל הנקודה  P'נתון ש־  

Q≠'תהי  P  נקודה כלשהי על הישרונוכיח ש־ ,'>PQ PP: 

PP'המשולש  Q ס,ת. לפי משפט פיתגורזוויהוא ישר־ 

  
2 2 2

' '= +PQ PP P Q 

 לפיכך,
2 2

'>PQ PP 

,ולכן (היות ש־ 'PQ PP  (חיוביים '>PQ PP 

   הוא הקטן ביותר.  Pשמרחקה מ־  היא הנקודה על הישר  P'לכן  
 

 27תשובה 

,5נתון משולש שאורכי צלעותיו הם  א. 6, 7= = =a b c. 

5 מחצית היקפו היא  6 7 9
2

+ += =p 

 לפי נוסחת הרון, שטח המשולש הוא 

  
·(9 5)·(9( ) 6)·(9 7)

·4·3·

( )( ) 9

9 62 6

− −= − −− − =

= =

S p p a p b p c
 

a,,נסמן ב־  ב. b ch h h  את הגבהים לצלעות, ,a b c  .בהתאמה 

 לפי נוסחת השטח של משולש,  
· ·
2 2 2

·
= = = ca bh ha c hb

S 

2 לפיכך,  12 6
5

= =a
Sh
a

 

  2 12 6 2 6
6

= = =b
Sh

b
 

  2 12 6
7

= =c
Sh
c
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 28תשובה 

 :Aהגובה מהנקודה  AA', ויהי  ABCנתבונן במשולש 

 

 

 

 

 

 
 

h='נסמן   AA  ,(גובה המשולש)'=x BA ,'=y A C. 

+ מההגדרות נובע: =x y a (1) 
2 וממשפט פיתגורס:  2 2=+h y b (2) 

  2 2 2+ =h x c (3) 

,נתבונן על שוויונות אלה כמשוואות בנעלמים   ,x y h. 

2 : (3)מ־ (2)נחסר את המשוואה  2 2 2− = −x y c b 

2 כלומר 2( )( )+ − = −x y x y c b 

 : (1)נחלק במשוואה 
2 2−− = c bx y

a
 

 : (1)נחבר למשוואה זו את משוואה 
2 2 2 2 2

2 − − += + =c b c b ax a
a a

 

 : 2נחלק ב־
2 2 2

2
− += c b ax

a
 

) נקבל:  (3)שוואה הממ )2 2 2 ( )= − = + −h c x c x c x 

  
2 2 2 2 2 2

2 2
  − + − += + −  
  

c b a c b ac c
a a

 

  
2 2 2 2 2 2

·2 2
2 2

+ − + − + −= ac c b a ac c b a
a a

 

  
2 2 2 2( ) · ( )

22
− − −+

=
b b a ca c

a a
 

  
( )( )( )( )

2
( ) ( )

4
+ + + − + − − −

=
a c b a c b b a c b a c

a
 

  2
( )( )( )( )

4
a b c a c b a b c a b c

a
+ + + − + − − + +

= 

)נגדיר:  ) 2= + +p a b c  2, אז = + +p a b c  ולכן 
 

  2
2 2

2 (2 2 )(2 2 )(2 2 ) 4 ( )( )( )
4

− − − − − −
= =

p p b p c p a p p a p b p ch
a a

 

 לפיכך,
2 ( )( )( )− − −

=
p p a p b p c

h
a

 

) ולכן שטח המשולש הוא )( )( )
2
·= = − − −aS p p a p b p ch  
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 29תשובה 

3 פתרון על ידי השוואת יחסים פנימיים:  א.
4

3 155· 3
4 4

3
5 4

⇒ == = =xx 

3 פתרון על ידי השוואת יחסים חיצוניים:  
4

535
3 4

· 3
4

⇒ = ==x x 

5יחס הדמיון הוא   4. 

3 פתרון על ידי השוואת יחסים פנימיים:  ב. 3
2

+ =x
x

 

   3 3 3 11 3·2 ·1 6
2 2

+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =x x
x x

⇒ 

3 יים: פתרון על ידי השוואת יחסים חיצונ 
3 2
+ =x x 

   2( 3) 3 2 6 3 6+ = ⇒ + = ⇒ =x x x x x⇒ 

2יחס הדמיון הוא   6 2 3x = =. 
 

 30תשובה 

הריבוע   ותזוויכל שני ריבועים הם דומים, כי כל צלעות הריבוע שוות זו לזו באורכן, וכל   א.

, יחס הדימיון ביניהם bוריבוע שאורך צלעו    a. לכן בהינתן ריבוע שאורך צלעו  90°הן  

bהוא  a. 
 

 לא כל שני מלבנים הם דומים.  ב.

 . 1ורוחבו   3, ובמלבן שאורכו 1ורוחבו  2נתבונן, למשל, במלבן שאורכו  

 הם אינם דומים כי היחסים הפנימיים בין צלעותיהם שונים.  
 

כל שני משולשים שווי־צלעות הם דומים, כי כל צלעות משולש כזה שוות זו לזו באורכן,   ג.

. לכן בהינתן שני משולשים שווי־צלעות, האחד בעל אורך צלע של  60°יו הן  ותזוויוכל  

a   והשני בעל אורך צלע  שלb יחס הדימיון ביניהם הוא ,b a. 
 

שווה־צלעות  ד. במשולש  נתבונן  לדוגמה,  דומים.  הם  שווי־שוקיים  משולשים  שני  כל  לא 

וישר־זווית.   שווה־שוקיים  הן  זוויובמשולש  הצלעות  שווה  המשולש  של  ותיו 

60 ,60 ,60° ° הן  ותזווי.   ° הזווית  וישר  השוקיים  שווה  המשולש  של  90יו  ,45 ,45° ° ° .

 יהם, ולכן אינם דומים. ותזווי המשולשים שונים זה מזה ב

 

 31תשובה 

 ות מתאימות בין ישרים מקבילים, מתקיימים השוויונות זוויכ

  ,ECD EBA EDC EAB= =    
    

~ לכן:  EDC EAB  

7 מכאן 
4

= =EA AB
ED DC
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=+1 מאידך:  = +EA ED DA DA
ED ED ED

 

7  לכן  31
4 4

+ = =⇒DA DA
ED ED

 

  1
3

4 4 16· ·4 5
3 3 3

= = = =ED DA⇒ 
 

7 באופן דומה: 
4

= =EB AB
EC DC

 

  7 31
4 4

+ = =⇒BC BC
EC EC

⇒ 

  4 4 12· ·3 4
3 3 3

= = = =EC BC⇒ 

 

 32תשובה 

 ס"מ, שהם חצי מטר. לכן היקף הגלגל הוא 50קוטר הגלגל הוא  א.

  1· 1.57
2

π ≈ 

 כלומר מטר אחד וחמישים ושבעה ס"מ.  
 

 לאחר שישה סיבובים מלאים של הגלגל, המכונית עברה מרחק של ב.

  6· 3 9.42
2
π π= ≈ 

 כלומר תשעה מטרים וארבעים ושניים סנטימטרים. 

 על גלגל המכונית שווה למרחק הנותר. AOB הזוויתשמקצה  הקשתאורך  

· מקיימת: AOB הזוויתלפיכך,  
360

10 3
2

AOB π π= −
°

 

  ( )2360· · 10 3 132AOB π
π

= − ≈ °⇒ 

 

 33תשובה 

AD,נעביר את המיתרים  BC  .במעגל 

  מתקיימים השוויונות:
AED ות קודקודיות) זווי(שוויון  CEB=  

AC( ADEות היקפיות הנשענות על אותו המיתר,  זווי(שוויון  CBE=  

ADE~ לפיכך:  CBE  

AE מכאן נובע:  CE
ED EB

= 

· נכפיל באלכסון:  ·AE EB CE ED=  
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 34תשובה 

ב־ המעגל  שעל  הנקודות  את  ,נסמן  ,A B C  .  המיתר את  הזוויות BCנעביר  את  ונסמן   ,

', 'β γ .שבאיור 

 ,8.34לפי משפט 
2

BOCα =  

' נקבל BOCמהמשולש  ' 180BOC β γ+ + = ° (1) 

' נקבל ABCמהמשולש  ' 180α β β γ γ+ + + + = ° ׂ (2) 

0BOCα : (2)מהשוויון  (1)נחסר את השוויון  β γ+ + − = 

2BOCβ לפיכך γ α α α α+ = − = − =  

 

 35תשובה 

ABנתון:   CD. 

 .ACנעביר את האלכסון  

 ות מתחלפות בין ישרים מקבילים. זווישוות כ DCAו־ CABהזוויות  

AD,ות היקפיות הנשענות על המיתרים זוויות אלה הן זווי BC. 

 , גם הזוויות ההיקפיות הנשענות על מיתרים אלה שוות.8.35לפי משפט 

AD,, המיתרים 8.34לפי משפט  BC .שווים באורכם    

 

 36תשובה 

 את מרכז המעגל.  O. נסמן ב־ ABהנשענת על הקוטר   ACBת ההיקפית זווינתבונן ב

=180היא שטוחה, כלומר  AOB  הזווית °AOB 8.35. לפי משפט : 
 

  90
2

= = °



AOBACB  

 

 

 

 

 37תשובה 

 .OP נעביר את הרדיוס

90OPQ, 8.38לפי משפט  = °. 

 לפי משפט פיתגורס, 
2 2 2

10= + =QO OP PQ 

  10=QO⇒ 

10 לבסוף, 1= − = −QR QO OR  
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 38תשובה 

OA,נעביר את הרדיוסים  OB. 

OA, 8.38לפי משפט  AD⊥ :90 . מכאןOAD = ° 

 , 8.35לפי משפט 
2

AOBACB =  

OAB שווה־שוקיים, ולכן AOBהמשולש  OBA=  

AOB: 2נסכם את הזוויות במשולש   180OAB AOB+ = ° ⇒ 

90 : 2נחלק ב־
2

AOBOAB + = °

⇒ 

90 מכאן 
2

AOBACB OAB BAD= = ° − =

  ⇒ 

 

 39תשובה 

 מקבילית חסומה במעגל.  ABCDתהי 

A, ות נגדיות שוות זו לזו. לכןזוויבמקבילית,  C B D= =    

 . 180°נגדיות הוא  ותזווימאידך, במרובע חסום במעגל סכום של 

180A לכן   C B D+ = + = °    

180 מכאן נקבל 90A A A⇒+ = ° = °   

 המקבילית הן ישרות.   ותזוויובאופן דומה ניתן לראות שכל  

   היא מלבן. ABCDלכן המקבילית  
 

 40תשובה 

שמתקיים    ABCDיהי   ונניח  קמור,  180Aמרובע  C+ = °   משפט לפי  סכום 8.16.   ,

הוא   קמור  מרובע  בכל  לכן  360°הזוויות   .360A B C D+ + + = °     ומכאן  ,

180B D+ = °  המרובע  8.42. לפי משפט ,ABCD .ניתן לחסימה במעגל 
 

 41תשובה 

 נתבונן בשלוש צלעות סמוכות של המצולע המשוכלל. א.

 את הזווית שבין צלעות סמוכות:  αלעו של המצולע וב־את אורך צ aנסמן ב־  

  ,AB BC CD a ABC BCD α= = = = =  

AB,מפגש האנכים האמצעיים לצלעות  נקודת את  Oנסמן ב־   BC. 

OA , 8.41לפי טענה   OB OC= = 

OBA לפי משפט החפיפה צ.צ.צ:   OBC≅  

 לכן   
2

OBA OBC α= =  

 שווה־שוקיים, ולכן:  OBCהמשולש  
2

OCB OBC α= =  

 לפיכך 
2 2

OCD BCD OCB αα α− = −= =   

 184 השאלה בעמוד  
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OPC. אז  CDנקודת האמצע של הצלע    Qכעת, תהי    OQC≅    לפי משפט החפיפה

בפרט,   90OQCצ.ז.צ.  OPC= = °   הקטע  .OQ    לקטע אמצעי  אנך  אפוא,  הוא, 

CD . בכך הוכחנו שהאנכים האמצעיים של כל שלוש צלעות סמוכות במצולע המשוכלל

 נפגשים בנקודה אחת.  

ולקבל מיידית שגם האנך האמצעי שלה עובר דרך    נוכל להמשיך אל הצלע הבאה  עתה 

, וכן הלאה. כך נקבל שהאנכים האמצעיים לכל צלעות המצולע עוברים דרך Oהנקודה  

נמצאת במרחק שווה מכל קודקודי המצולע.    Oנובע שהנקודה    8.41. מטענה  Oהנקודה  

 R.  ורדיוסו  Oונקבל שהמצולע חסום במעגל שמרכזו   Rנסמן מרחק זה ב־
 

 את מרכז המעגל. לפי הנתון:  Oנסמן ב־  ב.

  1 2 2 3 1
360... nA OA A OA A OA

n
°= = = =   

1כמו כן, מכיוון שהנקודות   2, ,..., nA A A :על המעגל 

   21 ... nOA OA OA= = = (1) 
1 לפי משפט החפיפה צ.ז.צ:   2 2 3 43 1... nA OA A OA A OA A OA≅ ≅ ≅    (2) 

1 לכן כל צלעות המצולע שוות זו לזו באורכן:   2 3 12 ... nA A A A A A= = = 

1נסמן:    2AOAα =  נובע  (2). מחפיפת המשולשים 

   2 3 42 11 3 ... nA AOA OA OA OA A Aα = = = ==     

 ), ולכן(1)בנוסף, המשולשים החופפים הם שווי־שוקיים (לפי  

   2 31 2 4 3 1... nA AOA O AOA A AA Oα = = = ==     

1 לפיכך,  2 2 1 2 33 2A A AA OA OA A α= + =    

   2 3 4 3 2 3 4 2A A AA OA OA A α= + =   

 .2αות המצולע הן בגודל זוויובאופן זה ניתן לראות שכל  

  יו שוות. לכן המצולע משוכלל.ותזוויהוכחנו שכל צלעות המצולע שוות זו לזו, וכל  

 

 42תשובה 

 את רדיוסו.   rאת מרכז המעגל החסום במשולש, וב־ Oנסמן ב־ 

,מתחלק לשלושת המשולשים הבאים:  ABCהמשולש  ,BOC AOC AOB  . 

 נחשב את שטחי המשולשים: 

· . לכן rשאורכו  1OPהוא הקטע   BCל־ Oהגובה מ־ 
2 2BOC

BCS r ar= =


 

· באופן דומה: 
2 2AOC

ACS r br= =


 

  ·
2 2AOB

ABS r cr= =


 

ABC  לכן  BOC AOC AOBS S S S S= = + +
   

 

  ( )
2 2 2 2 2

a b c r prar br cr + +
= + + = =  
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 43תשובה 

 . 1נתון משולש שווה־צלעות שאורך צלעו    א.

3שטח המשולש הוא (כפי שחישבנו בעבר)     . 3. היקף המשולש הוא 4

2Sלפי הנוסחה   pr=: 3 3
4 2

3
6

r r= ⇒ = 

 . 2ו־  1ת שאורכי ניצביו הם זווינתון משולש ישר־ ב.

 .5, אורך היתר הוא 25כפי שראינו בשאלה  

1 היקף המשולש הוא   2 5 3 5p = + + = + 

1 שטח המשולש הוא  1
2
·2S = = 

2Sלפי הנוסחה   pr=: 
( )31

2
·5 r+

= 

  
( )

( )( )
( )

22

2 3 5 2 3 52 3 5
23 5 3 5 3 5 3 5

r − − −= = = =
+ + − −

⇒ 

 

 44תשובה 

 .aצלעות, שאורך צלעו הוא  nנתבונן במצולע משוכלל בעל  

  Rמרכז המעגל, ויהי   O, ניתן לחסום את המצולע במעגל. יהי 41כפי שהוכחנו בשאלה 

,...,1הרדיוס. קודקודי המצולע,  nA Aעל המעגל. , נמצאים 

1iכל המשולשים   iA OA +    ולכן כל הזוויות המרכזיות (צ.צ.צ),  זה לזה  1iחופפים  iA OA + 

 שוות זו לזו. 

1iנתבונן באחד המשולשים   iA OA +. 

 . aואורך הבסיס הוא  Rהמשולש הוא שווה־שוקיים, אורך השוקיים הוא 

 , התיכון לבסיס הוא גם הגובה במשולש.8.27לפי משפט 

 במשולש מקיים:  hלפי משפט פיתגורס, הגובה  
2

2 2
2
ah R + = 

 
 

  ( )22 2h R a= −⇒ 

אפוא:  )נגדיר  )22 2r R a= שמרכזו  − במעגל  ונתבונן   ,O    ורדיוסוr ,שראינו כפי   .

הצ אמצעי  אל  והרדיוס  המצולע,  של  הצלעות  אמצעי  דרך  עובר  זה  מאונך מעגל  לעות 

  , צלעות המצולע משיקות למעגל, ולכן המעגל חסום במצולע. 8.39לצלעות. לפי משפט 
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 45תשובה 

 5יוצרת חצי עיגול שקוטרו    II, III, יחד עם חצאי העיגולים  Iא. הצורה המבוקשת, המסומנת  

 ס"מ. לכן  2.5ס"מ, ולכן רדיוסו 

   
2

2· ·2.51 5 25
2 2 2 8I II IIIS S S π ππ  + + = = = 

 
 

 . 1, לכן רדיוסו הוא 2הוא  IIהקוטר של חצי העיגול  

 . 1.5, לכן רדיוסו הוא 3הוא   IIIהקוטר של חצי העיגול  

2 לפיכך:   21 1 9· ·1 · ·1.5,
2 2 2 8II IIIS Sπ ππ π= = = = 

9 מכאן    25 4 9 12 3
8 8

25
8 88 8 22IS π π π π ππ  − − = − + =  =


=





 

,הנקודות   ב. ,A B C    הוא שמרכזו  השמאלי,  המעגל  על  והנקודות  Dמונחות   ,, ,A D C 

 . לכן: 1. רדיוסי שני המעגלים הם Bמונחות על המעגל הימני, שמרכזו הוא 

   1AB BC CD DA BD= = = = = 

 

60ABD הם שווי־צלעות. לכן  ABD ,CBDהמשולשים    CBD= = °  

120ABC מכאן:   = ° 

 

מהמשולשים    אחד  כל  צלעו    ABD  ,CBDשטח  שאורך  שווה־צלעות  )  1(משולש 

3הוא, כפי שחישבנו בעבר,   4. 

 כך:   ABCנחשב את שטח המשולש  

 חופפים (צ.צ.צ) ולכן  ABC ,ADCהמשולשים   

  2 2 3·
4ABC ABC ADC ABCD ABD CBDS S S S S S= + = = + =

    

 

  3
4ABCS =



⇒ 

המ  ,כעת  השטח  את  עם  Sב־  בוקשנסמן  יחד  זו,  מחצית  זה.  שטח  במחצית  ונתבונן   ,

 . מכאן: 120°ת של זווי, מכסים גיזרה מעגלית המתאימה לABCהמשולש 

  2120
2 36

·
0 3

·1ABC
S S ππ+ = =



 

  32 1.22
3 4

S π 
= − ≈ 

 
⇒ 

 

 46תשובה 

 5יב.    12יא.     1י.     3ט.    8ח.    11ז.    6ו.    9ה.    10ד.    4ג.     7ב.      2א.
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 47תשובה 

DECות קודקודיות, זוויכ AEB= . 

CDEות מתחלפות בין ישרים מקבילים,  זוויכ BAE= . 

~לפיכך,   DEC AEB. 

CE=  לכן  BE
DE AE

 

9 כלומר
5 8

=CE 

5 מכאן 
8

95 45· 5
8 8
= ==CE 

DC בנוסף DE
AB AE

= 

1 ולכן 
85 5 25· · 3

8 8
DEDC AB
AE

== == 

 

 48תשובה 

180DAB, 8.42משפט ניתן לחסימה במעגל. לפי  ABCDהמרובע   DCB+ = ° . 

EAD,הזוויות   DAB    180משלימות, ולכןDAB EAD+ = °  . 

DCBמשני השוויונות נקבל:  EAD=   ,לכן .ECB EAD= . 

EA,זהות (כי קרניהן מתלכדות:   DEA ,BECהזוויות   EB ED EC= =
   

 .( 

EAD~  משוויון הזוויות נובע דמיון המשולשים: ECB . 

 

 

 

 

 

 49תשובה 

, כך:  ABCנסמן את אורכי צלעות המשולש  ,a BC b AC c AB= = = 

'נסמן את אורכי צלעות המשולש  ' 'A B C  :כך ' , ' , 'a BC b AC c AB= = = 

 לפי הנתון:
' ' '

a b c
a b c

λ= = = 

,' כלומר ',a b c ca bλ λ λ ′= == 

' מכאן נקבל ' ' ( ' ' ')a b c a ba c cb λ λ λ λ+ + = + ++ + = 

'מהיקפו של  λגדול פי  ABCכלומר, היקפו של  ' 'A B C. 

 

 לפי נוסחת הרון:

 
( )( )( )( )

2 2 2 2
1
4

ABC
a b c a b c a b c a b cS a b c

a b c a b c a b c a b c

+ + + + + + + +   = − − −   
   

= + + + − − + − + +


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 ובאותו אופן: 

  ( )( )( )( )' ' '
1 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
4A B CS a b c a b c a b c a b c= + + + − − + − + +



 

' כעת נציב:  ' ' ( ' ' ')a b c a b c a b cλ λ λ λ+ + = + + = + + 

  ' ' ' ( ' ' ')a b c a b c a b cλ λ λ λ+ − = + − = + − 

  ' ' ' ( ' ' ')a b c a b c a b cλ λ λ λ− + = − + = − + 

  ' ' ' ( ' ' ')a b c a b c a b cλ λ λ λ− + + = − + + = − + + 

 ביחד נקבל 

  

( )( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( )( )2

1
4
1 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
4
1 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
4

λ λ λ λ

λ

= + + + − − + − + +

= + + + − − + − + +

= + + + − − + − + +

ABCS a b c a b c a b c a b c

a b c a b c a b c a b c

a b c a b c a b c a b c

 

  2
' ' 'A B CSλ=



  
 

 50תשובה 

,נעביר את הקטעים  ,PA PB PC. 

ABC לפי נוסחת שטח המשולש, APB BPC APCS S S S= + +
   

 

  
· · ·
2 2 2

a b cPP PBC AC ABP PP
= + + 

5ABנציב את אורכי הצלעות   BC AC= = =: 

  ( )5
2ABC a b cPP PP PPS = + +



 

המשולש   שטח  את  צלעותיו  ABCנחשב  שאורכי  למשולש  דומה  זה  משולש   :1,1,1 

3(ושטחו, כפי שחישבנו בעבר, הוא   : 49. לפי שאלה 5). יחס הדמיון הוא 4

  2 3 25 3·5
4 4ABCS ==



 

) לפיכך, ) 3
2

255
4a b cPP PP PP+ + = 

  5 3
2a b cPP PP PP+ + =  

aבפרט, הסכום  b cPP PP PP+  .Pאינו תלוי במיקום הנקודה   +
 

 51תשובה 

90Aת (זוויהוא משולש ישר־ ABCנתון:    = °,(AP  .הוא הגובה ליתר 

90CAB משוויון הזוויות: א. APB= = °  

  ABC ABP PBA= =   

ABC~ נקבל  PBA  
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90CAB משוויון הזוויות:  CPA= = °  

  ACB ACP PCA= =   

ABC~ נקבל  PAC  
 

ABC~משני הדמיונות    PBA  ו־~ABC PAC   נובע מיידית

PBA~ש־ PAC . 
 

PBA~מהדמיון  ב. PAC   :נובע AP CP
BP AP

= 

 נכפיל באלכסון:  
2

·AP BP CP=  

  ·=AP BP CP⇒ 

 

 52תשובה 

90Cהחסום במעגל ונניח ש־ ABCנתבונן במשולש  א. = °. 

90ACB  הזוויתמרכז המעגל.    Oיהי    = °    ת היקפית הנשענת על המיתר  זוויהיאO .

2לפיכך,   180AOB ACB= = °  .  הנקודות ,לכן  ,A O B   ,אחד ישר  על  נמצאות 

 (יתר המשולש) הוא קוטר במעגל.  ABכלומר, 
 

90Cת (זווימשולש ישר־  ABCיהי   ב. = °  ונחסום אותו במעגל. כפי שראינו בסעיף ,(

הוא   CO. לכן  AB(מרכז המעגל) הוא אמצע הקטע    Oהוא קוטר במעגל ולכן    ABא,  

2COהוא גם רדיוס במעגל, ולכן   AB .COהתיכון ליתר   AB=.   

 

 53תשובה 

ומחלק אותו לשני חלקים    BDניצב לאלכסון    ACמרובע, ונניח שהאלכסון    ABCDיהי  

 את נקודת מפגש האלכסונים. לפי משפט החפיפה צ.ז.צ מתקיים: Eנסמן ב־ שווים.

  AEB AED≅  

ABלכן   AD=. 

CEBבנוסף, לפי צ.ז.צ מתקיים  CED≅  ולכן ,CB CD=  . 

   הוא דלתון.  ABCDלפיכך,  
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 54תשובה 

a,נסמן את אורכי ניצבי המשולש ישר הזווית ב־  b ואת אורך היתר ב־c. 

,2רדיוסי חצאי העיגולים הנשענים על הניצבים הם   2a b ורדיוס חצי העיגול הנשען על ,

 . לכן, שטחי חצאי העיגולים הנשענים על הניצבים הם 2cהיתר הוא 

  
2 2

1 2

221 1,
2 8 22 82

a a b bS Sπ ππ π      
   

= = = = 

 ושטח חצי העיגול הנשען על היתר הוא 
2

3
2

2
1
2 8

c cS ππ   =
 

= 

2 לפי משפט פיתגורס, מתקיים 2 2a b c+ = 

 : 8πנכפול ב־
2 2 2

8 88
a b cπ π π+ = 

1 כלומר 2 3S S S+ =  
 

 55תשובה 

 חסום במעגל. ABCDהמרובע  

EAC~  , מתקיים48כפי שראינו בשאלה  EDB  

EA  לכן  ED
EC EB

=  

· מכאן  ·EA EB EC ED=  
 

 56תשובה 

 . ABCDEFנתבונן במשושה המשוכלל 

 , ניתן לחסום אותו במעגל.41שאלה לפי 

 הרדיוס. Rמרכז המעגל, ויהי   Oיהי  

, המשולשים:  , , , ,AOB BOC COD DOE EOF FOA      (1) 

 הם כולם חופפים לפי צ.צ.צ, לכן הזוויות המרכזיות הבאות שוות זו לזו:

  , , , , ,AOB BOC COD DOE EOF FOA       

 .60°, לכן כל אחת מהן היא בגודל של 360°אלה הוא  ותזוויסכום 

(  AOBהמשולש   שווה־שוקיים  OAהוא  OB=ו היא  זווי)  שלו  הראש  ות  זווי.  60°ת 

, 60°המשולש שוות ל־  ותזווי. לכן כל 180°ות המשולש הוא זוויהבסיס שוות זו לזו, וסכום 

הם שווי־צלעות,  (1), המשולש הוא שווה־צלעות. לכן כל המשולשים ברשימה 13ולפי שאלה 

 .60°יהם שוות ל־ותזוויו

 ת הראש שלו היא זוויהוא שווה־שוקיים, ו  BCDהמשולש 

  60 60 120BCD BCO OCD= + = ° + ° = °   

 ).8.16(שוויון זה נובע גם מנוסחת הזווית של מצולע משוכלל, הנובעת ממשפט 

 194 השאלה בעמוד  

 

 194 השאלה בעמוד  

 

 194 השאלה בעמוד  

 

1S  

2S  

3S  

a  

b  

c  

E  
B  

D  

A  

C  

A  

B  C  

D  

E  F  

O  

Rhys
Golden Manasherov

___-_-_________-_-_-_______-_-______-____-



 מתמטיקה קדם אקדמית      306

) לפיכך, )180 120 2 30BDC DBC= = ° − ° = °  

ADB כעת,  BDC ODC+ =   

60 ולכן  30 30ADB ODC BDC= − = ° − ° = °   

30 מכאן  60 90BDE ADB ODE= + = ° + ° = °   

60BED לבסוף, OED= = °  

 

 57תשובה 

xאת רוחב המגרש, כלומר  xנסמן ב־  א. AD BC= =. 

רדיוס חצאי המעגלים היוצרים את הקשתות    ,AD BC  2הואx. 

שני חצאי המעגלים יוצרים ביחד מעגל שלם, ולכן אורך שתי הקשתות    ,AD BC   יחדיו

2 הוא 
2
x xπ π= 

400AB צריך לקיים: xלכן    CD xπ =+ + 

  240408 0 76.390 80 x xπ
π

= ⇒ = ≈+ +⇒ 

 סנטימטרים.  39מטרים ו־ 76רוחב המגרש צריך להיות, אפוא,  

80·240·80 הוא ABCDשטח המלבן   ב. x
π

= 

 , ושטחו הוא2xשני חצאי העיגולים יוצרים ביחד מעגל שרדיוסו הוא  

  
2 2 2120 120

2
xπ π

π π
        

=


= 

 שטח המגרש הוא (במטרים רבועים): 
280·240 120 10,695.21

π
+

≈ 
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 הנוסחאות בכרך ב  סיכום
 

 סימון הסכימה המרובה

  1 ...m

n

n
i m

i ma a a a+
=

= + + +∑ 

  ( )
n n n

i m i
i

i
i

m
i

m
ia b a b

= = =
+ = +∑ ∑ ∑ 

  
n n

i
i m i

i
m

ca c a
= =

=∑ ∑ 

  
1

n k n

i m i m
i i i

i k
a a a

= = = +
= +∑ ∑ ∑ 

  ( )·1
n

i m
c n m c

=
= − +∑ 

 
 סימון המכפלה המרובה

  1 ...m

n

i m
i m na a aa +

=
⋅= ⋅ ⋅∏ 

  
1

! 1 2 3 ...
n

i
n i n

=
⋅= ⋅ ⋅= ⋅∏ 

   0! 1= 

 
 סדרה חשבונית

1 נוסחת האיבר הכללי ( 1)ia a i d= + − 

 נוסחת הסכום
( )11

1

2 ( )
2

1
2

n
n

i
i

n da
S a n

n aa

=

+
⋅

−
= = =

+
∑ 

 
 סדרה הנדסית

1 נוסחת האיבר הכללי
1

i
ia a q −= 

 נוסחת הסכום
1

1 1
1

i
i

nn
S

q
a a q

=

−
= =

−∑ 

 
 נוסחת הבינום

  
0

( ) n
n

n

i

i ina b a bi
−

=

 + =  
 ∑ 

  !
!( )!

nn
i i n i

  =  − 
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 פונקציות

) פונקציה קבועה  )f x C= 

) פונקציה לינארית )f x ax b= + 

0 פונקציה לינארית לפי שיפוע וערך בנקודה 0( ) ( ) ( )f x f x a x x⋅= + − 

2 שיפוע הפונקציה הלינארית לפי ערכה בשתי נקודות  1

2 1

) ( )(f x x
a

xx
f−

=
−

 

)2 פונקציה ריבועית )f x ax bx c= + + 

} תמונה של פונקציה }Im ( )f f a a A= ∈ 

) פונקציה מחזורית ) ( ) ( )f x f x np n= + ∈  

) הרכבת פונקציות )( )( ) ( )f g x f g x= 

 
 פונקציה הפוכה

f:בהינתן  A B→, 

a לכל( A∈ ו־Imb f∈( 1( ) ( )f a b a f b−= ⇔ = 

a(לכל  A∈( ( )1 ( )f f a a− = 

Imb(לכל  f∈( ( )1( )f f b b− = 

 
 חוקי חזקות

)0a > ,n ∈ ( 1 nna a= 

)0a > ,m ∈ ,n ∈ ( ( )mnm na a= 

)0a > ,b ∈ , c ∈  ( b c b ca aa+ = ⋅ 

)0a > ,b ∈ , c ∈  ( ( )cb bca a= 

)0a > ,0b >, c ∈  ( ( ) c ccab a b= 

)0a > ,b ∈  , c ∈ ( 
b

b c
ca a

a
− = 

)0a > ,0b >, c ∈  ( 
c c

c
a a
b b

  = 
 

 

)0a >, b ∈ ( 1b
ba

a
− = 

 
 חוקי השורשים

)0a > ,0b >, n ∈  ( n n nab a b= 

)0a > ,0b >, n ∈  ( 
n

n
n

a
b

a
b

= 

)0a > ,m ∈  , n ∈ ( m n mna a= 
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 חוקי הלוגריתמים
)0a >,1a ≠ ,0b >, x ∈  ( logx

aa xb b⇔ == 

)0a >,1a ≠,0b >( loga ba b=  

)0a >,1a ≠,x ∈ ( log x
a a x= 

)0a >,1a ≠( log 1 0a = 

)0a >,1a ≠ ,0b > ,0c >( log log loga a abc b c= + 

)0a >,1a ≠ ,0b > ,0c >( log log loga a a
b b c
c
= − 

)0a >,1a ≠ ,0b > ,c ∈ ( log logc
a ab c b= 

)0a >,1a ≠ ,0b > ,n ∈ ( 
log

log an
a

b
b

n
=  

)0a >,1a ≠,0c >,1c ≠ ,0b >( 
log

log
log

a

a
c

b
b

c
= 

 
 lnהפונקציה 

)0x >( ln log ; 2.71828...ex x e= = 
  ln1 0= 

)0a >,0b >( ln ln lnab a b= + 

)0a >,0b >( nln l lna a b
b
= − 

)0a >,n ∈ ( lnln n aa
n

= 

)0a >,b ∈ ( ln lnb b aa = 

)0a >,1a ≠,0b >( ll nog
lna a

b b= 

)0a >,b ∈ ( lnb b aa e= 

 
 מטריהגיאו

 180° ות במשולשזוויסכום ה

180 צלעות  nות במצולע קמור בעל זוויסכום ה ( 2)n° − 

360180 צלעות  nת במצולע משוכלל בעל  זוויה
n
°° − 

S  )שטח מלבן (לפי אורכי הצלעות  ab= 

 ת (לפי אורכי הניצבים)זווישטח משולש ישר־
2

abS = 

 שטח משולש (לפי בסיס וגובה אליו)
2

ahS = 
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 ) נוסחת הרון –שטח משולש (לפי אורכי הצלעות 

  
2

a b cp + +=  ( )( )( )
;

2
p p a p b p c

S
− − −

= 

AB,שטח טרפז (לפי אורכי שני הבסיסים   CD  (והגובה שביניהם 

  
2ABCD

AB CDS h += ⋅ 

ABCDS והגובה אליו) ABשטח מקבילית (לפי בסיס   h AB⋅= 

a,משפט פיתגורס ( b ת; זוויניצבים במשולש ישר־c (2 היתר 2 2a b c+ = 

r 2היקף מעגל שרדיוסו  rπ 

2 ת המרכזית) זווי= גודל הr )αאורך קשת במעגל שרדיוסו 
360

rα π
°

 

 = היקף המשולש)pשטח משולש לפי רדיוס המעגל החסום (
2
prS =  

2S שטח העיגול rπ= 

2 ת המרכזית) זווי= גודל הα=הרדיוס;  rשטח גזרה מעגלית (
360

rS α π=
°
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מתמטיקה קדם אקדמית
כרך ב
גיל אלון

את  המלווה  אקדמית,  קדם  מתמטיקה  הספרים  סדרת 
אקדמיים  ללימודים  כניסה  שער  היא  זה,  בשם  הקורס 
מרבית  את  כוללת  היא  והמדעים.  המתמטיקה  בתחומי 
נושאי המתמטיקה התיכוניים, בגישה שיטתית המעודדת 

חשיבה עצמאית והבנה תיאורטית.

הספרים מתאימים ללימוד עצמי, ומכילים מאות תרגילים ופתרונותיהם. הם מיועדים 
אך  בתחומי המדעים,  אקדמיים  ללימודים  לסטודנטים המתכוננים  ובראשונה  בראש 
מתאימים גם לתלמידי תיכון המעוניינים להעמיק את הבנתם ולכל המבקשים להשלים 

את השכלתם המתמטית הבסיסית.

הכרך הראשון עוסק באריתמטיקה בסיסית, זהויות ומשוואות אלגבריות ואי־שוויונות, 
הכרך השני בסדרות ואינדוקציה, פונקציות, חזקות ולוגריתמים ומושגים בגיאומטריה, 
והכרך השלישי בטריגונומטריה, גיאומטריה אנליטית וחשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי.

ד"ר גיל אלון הוא מתמטיקאי וחבר סגל בכיר במחלקה למתמטיקה ולמדעי המחשב 
באוניברסיטה הפתוחה.

Rhys
Golden Manasherov
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